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1. HALMAZOK, RELÁCIók, függvények

1.1. MEGJEGYZÉS: 

1.1.1. 

A halmaz, elem és halmazhoz tartozás fogalmakat ismertnek tételezzük fel és értelemszerűen használjuk az 
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 jelöléseket.

1.1.2.

Feltételezzük, hogy pontosan egy olyan halmaz létezik, amelynek nincs eleme és ezt 
[image: image2.wmf]Æ

-val jelöljük.

1.1.3.

Az egész fejezetben feltételezünk egy elegendően tág alaphalmazt. Ha azt írjuk, hogy: 
”A halmaz”, azt úgy értjük, hogy ennek az alaphalmaznak részhalmaza, a kisbetűk pedig – ha mást nem mondunk – ennek az elemei.

1.2. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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1.3. MEGJEGYZÉS: 

1.3.1.

Belátható, hogy minden 
[image: image13.wmf]A

 halmaz esetén 
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 teljesül.

1.3.2.

Egy halmazt két módon definiálhatunk:

a) felsoroljuk az elemeit,

b) megadunk egy tulajdonságot, amellyel pontosan a halmaz elemei rendelkez-nek.

1.4. DEFINÍCIÓ: 

Ha

[image: image15.wmf]X

 halmaz, 
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(Az „A” halmaz 
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1.5. TÉTEL: 

Legyen
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BIZONYÍTÁS:

Gyakorlat

1.6. TÉTEL: 

Legyen
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BIZONYÍTÁS: 

Gyakorlat

1.7. DEFINÍCIÓ: 
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Az 
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 és 
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 elemekből képezett rendezett elempár.

1.8. TÉTEL: 
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BIZONYÍTÁS:

Gyakorlat

1.9. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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 és 
[image: image62.wmf]B

 halmazok,
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 halmazok Descartes szorzata.

1.10. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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 halmazt az 
[image: image73.wmf]S

 reláció értelmezési 
tartományának, az
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 halmazt pedig az 
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 reláció érték-készletének nevezzük.
Az 
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 jelölést használunk.

1.11. DEFINÍCIÓ: 
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Az 
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 halmaz képe az 
[image: image82.wmf]S

 relációnál. Ha nem okoz 
félreértést, akkor 
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1.12. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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Az 
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 reláció inverzének nevezzük.

1.13. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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-t az 
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 ekvivalenciarelációjának nevezzük.

1.14. DEFINÍCIÓ:
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 parciális rendezési relációjának vagy parciális rendezésének nevezzük.
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 rendezési relációjának vagy rendezésének nevezzük.
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(A parciális rendezést a továbbiakban a 
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 jellel jelöljük.)

1.15. DEFINÍCIÓ: 
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1.16. DEFINÍCIÓ:
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1.17. DEFINÍCIÓ: 

Ha
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1.18. MEGJEGYZÉS: 

1.18.1.

A függvényekkel kapcsolatban a következő elnevezéseket és jelöléseket használjuk.
Ha

[image: image122.wmf]X

D

és

Y

X

f

f

=

´

Î

,

akkor azt írjuk, hogy

[image: image123.wmf]és

Y

X

f

,

:

®


azt mondjuk, hogy az 
[image: image124.wmf]f

 függvény az 
[image: image125.wmf]X

-től az 
[image: image126.wmf]Y

-hoz vezető leképezés. Az 
[image: image127.wmf]Y

 hal-mazt a függvény képhalmazának is szokták nevezni.

1.18.2.
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1.18.3.

A leképzés szót a függvény szóval azonos értelemben használjuk.
Ha 
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1.18.4.

Mivel a függvény az 1.16. szerint halmaz, ezért megadása úgy történik, mint általában a halmazok megadása:
a) felsoroljuk azokat az 
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b) megadunk egy olyan tulajdonságot, amely pontosan a szóbanforgó 
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1.19. DEFINÍCIÓ: 
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1.20. MEGJEGYZÉS: 
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halmazt a 
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 halmaz 
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 szerinti (teljes) inverz képének nevezzük.

1.21. DEFINÍCIÓ: 
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1.22. TÉTEL: 
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 injektív.
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1.23. DEFINÍCIÓ: 
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1.24. MEGJEGYZÉS: 
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BIZONYÍTÁS: 

Gyakorlat

1.26. DEFINÍCIÓ: 
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A szigorúan konvexitásra vonatkozó állítás megfelelő része hasonlóan bizonyítható.
3.28. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 [szigorúan] konvex.

3.29. MEGJEGYZÉS:

A konkáv függvények a konvex függvényekhez hasonlóan értelmezhetők, azzal a különbséggel, hogy a 
[image: image689.wmf]£

 jel helyett 
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 jelet írunk, illetve a szigorúan konkáv függvények esetében a < jel helyett > jelet írunk.

3.30. TÉTEL:

Legyen
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[image: image694.wmf]f

 pontosan akkor [szigorúan] konvex, ha 
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 [szigorúan] konkáv.
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3.31. TÉTEL:

Legyen



[image: image696.wmf]f

 [szigorúan] konvex valós függvény,
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 az 
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ekkor



[image: image699.wmf]I
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 is [szigorúan] konvex.

BIZONYÍTÁS:

Gyakorlat
3.32. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 valós függvény,
akkor



[image: image701.wmf]f

 alulról [felülről] korlátos, ha 
[image: image702.wmf]f
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 alulról [felülről] korlátos.


Alulról [felülről] korlátos függvény alsó [felső] korlátján értékkészlete alsó [felső] korlátját értjük.

Ha



[image: image703.wmf]f

 alulról és felülről korlátos,
akkor



[image: image704.wmf]f

-et korlátos függvénynek nevezzük.

3.33. DEFINÍCIÓ:

Ha



[image: image705.wmf]f

 alulról [felülről] korlátos valós függvény,
akkor


[image: image706.wmf]f

-nek létezik abszolút minimuma [maximuma] 
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 és ezt a szóban forgó függvény abszolút minimumának [maximumának] nevezzük.

Ha
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akkor
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[image: image713.wmf]f

 abszolút minimum helyének [maximumhelyének] nevezzük.

Az abszolút szélsőérték (extrémum, optimum) kifejezés az abszolút minimum és az abszolút maximum gyűjtőneve.

3.34. MEGJEGYZÉS:

A kétféle szélsőérték közül elegendő csak az egyikkel foglalkozni, hiszen ha például az 
[image: image714.wmf]f

 valós függvénynek 
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3.35. MEGJEGYZÉS:

A továbbiakban az 
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 korlátos és zárt intervallumot kompaktnak fogjuk nevezni.

3.36. TÉTEL:

Legyen
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 abszolút minimumhelye és 
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 pedig az 
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 abszolút maximumhelye.
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3.37. DEFINÍCIÓ:

Ha
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[image: image729.wmf]f

-et páros függvénynek nevezzük.

3.38. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 valós függvény és
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[image: image732.wmf]f

-et páratlan függvénynek nevezzük.

3.39. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 valós függvény
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[image: image736.wmf]f

-et 
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-val periodikus függvénynek nevezzük.

Ha
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 valós függvény,
akkor
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 periodikus 
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-val.

Ha
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 valós függvény periodikus és periódusai között van legkisebb,
akkor ezt


[image: image744.wmf]f

 alapperiódusának nevezzük.

3.40. MEGJEGYZÉS:

Az abszolút érték definíciója alapján:
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3.41. DEFINÍCIÓ:

Ha



[image: image748.wmf]X

 halmaz és
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 rendezett párt metrikus térnek, a 
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 függvényt pedig metrikának nevezzük.

3.42. MEGJEGYZÉS:

3.40. alapján nyilvánvaló, hogy 
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3.43. DEFINÍCIÓ:
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halmazt 
[image: image759.wmf]0
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az 
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 pont környezetének nevezzük.

3.44. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 valós függvény
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van olyan 
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 abszolút minimumhelye az 
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-t az 
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 lokális minimumhelyének nevezzük.


Az előzőhöz hasonlóan az abszolút szélsőértékhez kapcsolódó összes definíciónak van lokális 
megfelelője.

3.45. DEFINÍCIÓ:

Ha
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Az 
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 halmaz belső pontjainak halmazát 
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 belsejének nevezzük és 
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3.46. DEFINÍCIÓ:

Ha
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 valós függvény
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van olyan 
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Hasonlóan fogalmazható a lokális csökkenés és a szigorú lokális csökkenés definíciója is.

3.47. MEGJEGYZÉS:

A megfelelő definíciókból következik, hogy ha 
[image: image794.wmf]f

(, 
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 lokálisan növekedő 
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-ban.

Az állítás megfordítva nem igaz.

3.48. TÉTEL:

Legyen
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 az 
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[image: image801.wmf]f

 szigorúan lokálisan növekedő 
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 minden pontjában,
ekkor



[image: image803.wmf]f

 szigorúan monoton növekedő.

BIZONYÍTÁS:
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3.49. MEGJEGYZÉS:

A fenti tétel megfogalmazható növekedésre, és szigorú csökkenésre és növekedésre is.

3.50. MEGJEGYZÉS:

Láttuk, hogy a lokális minimum egyúttal abszolút minimuma is az illető függvény egy alkalmas leszűkítésének, de nem áll fenn ez a kapcsolat a monoton és lokális növekedés között.
Példa:
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3.51. DEFINÍCIÓ:
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f

a

~

-vel jelöljük.

4. számsorozatok konvergenciája

4.1. TÉTEL:

Legyen
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BIZONYÍTÁS:
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4.2. MEGJEGYZÉS:

A 4.1. TÉTEL természetes módon általánosítható metrikus térre.

4.3. DEFINÍCIÓ:

Ha
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A nem konvergens sorozatokat divergensnek nevezzük.

4.4. MEGJEGYZÉS:

(1) A 4.3. DEFINÍCIÓ a 4.1. TÉTEL miatt korrekt.

(2) A 4.3. DEFINÍCIÓ természetes módon általánosítható metrikus térre.

(3) A sorozat konvergenciájának a következő „átfogalmazása” érvényes.
4.5. TÉTEL:

Legyen
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4.6. DEFINÍCIÓ:

Ha
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4.7. TÉTEL:

Legyen
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 korlátos.
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Legyen 
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Könnyen belátható, hogy 
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 alsó korlát és 
[image: image860.wmf]K

 felső korlát.

4.8. MEGJEGYZÉS:

A 4.7. TÉTEL metrikus térre való általánosításához szükséges a korlátosság definíciójának általánosítása.

4.9. DEFINÍCIÓ:

Ha
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4.11. MEGJEGYZÉS:

A 4.9. DEFINÍCIÓ és 4.10. TÉTEL általánosítható metrikus terekre.

4.12. TÉTEL:
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4.13. TÉTEL:
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4.14. TÉTEL:

Legyen
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4.15. DEFINÍCIÓ:
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BIZONYÍTÁS:


(1) és (2) egyszerű következménye 4.12.-nek és 4.13.-nak.
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     Ugyanis a jobb oldali első sorozat egy nullsorozat és egy korlátos sorozat szorzata, a második pedig egy valós szám és egy nullsorozat szorzata, így maga is nullsorozat.

4.18. TÉTEL:
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4.19. TÉTEL:
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Gyakorlat
4.20. TÉTEL:
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4.21. TÉTEL:
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Gyakorlat
4.22. TÉTEL (Bernoulli egyenlőtlenség):
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4.23. példa:

Legyen 
[image: image978.wmf]]

[

1

,

1

-

Î

q

,
ekkor az 
[image: image979.wmf](

)

+

Î

=

N

I

n

n

q

a

:

 sorozat nullsorozat.

BIZONYÍTÁS:

Nyilván elegendő a 
[image: image980.wmf]]

[

1

,

0

Î

q

 esetre korlátozódni, ugyanis 
[image: image981.wmf]0

=

q

 esetben az állítás nyilvánvalóan teljesül, 
[image: image982.wmf]]

[

0

,

1

-

Î

q

 esetben pedig 
[image: image983.wmf]n

n

q

q

=

 és itt már 
[image: image984.wmf]]

[

1

,

0

Î

q

.


Legyen 
[image: image985.wmf]]

[

1

,

0

Î

q

. Ekkor 
[image: image986.wmf]+

Î

$

R

I

h

 hogy 
[image: image987.wmf].

1

1

h

q

+

=



A Bernoulli egyenlőtlenség alkalmazásával kapjuk, hogy 
[image: image988.wmf]+

Î

"

N

I

n

 esetben 



[image: image989.wmf](

)

h

n

nh

nh

h

q

n

n

1

1

1

1

1

1

1

×

=

<

+

£

+

=

.
4.24. PÉLDA:
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Könnyen belátható, hogy 
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4.25. PÉLDA:
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4.26. PÉLDA:
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4.27. PÉLDA:
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Ez pedig a közrefogási szabály miatt az állítást bizonyítja.

4.28. PÉLDA:
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(1) 
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(2) az (1)-ből következik.

4.29. TÉTEL:

(1)
Az 
[image: image1020.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

n

n

1

1

 sorozat szigorúan monoton növekedő.

(2)
Az 
[image: image1021.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

1

1

1

n

n

 sorozat szigorúan monoton csökkenő.

(3)
Létezik és egyértelműen meghatározott egy olyan 
[image: image1022.wmf],

R

I

e

Î

 amelyre 



[image: image1023.wmf](

)

+

+

Î

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

N

I

n

n

e

n

n

n

1

1

1

1

1



feltétel teljesül.

BIZONYÍTÁS:


(1) A számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenségből következik.
(2) Ekvivalens 
[image: image1024.wmf]1

1

1

1

1

1

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

n

n

n

n

-nel, ami szintén következik a számtani

     és mértani közép közötti egyenlőtlenségből.

(3) Mindenesetre 
[image: image1025.wmf]1

1

1

1

1

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

n

n

n

n

, tehát 
[image: image1026.wmf]e

 létezik, másrészt


      
[image: image1027.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

3

1

3

1

1

1

1

1

1

1

0

1

=

×

<

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

<

+

.

4.30. TÉTEL:

Legyen



[image: image1028.wmf][

]

(

)

+

Î

N

I

n

n

n

b

a

,

 egymásba skatulyázott intervallumsorozat 


(vagyis 
[image: image1029.wmf][

]

[

]

1

1

,

,

+

+

+

É

Þ

Î

n

n

n

n

b

a

b

a

N

I

n

), és 
[image: image1030.wmf](

)

0

lim

=

-

n

n

a

b

,
ekkor


létezik pontosan egy 
[image: image1031.wmf],

R

I

Î

x

 amelyre 
[image: image1032.wmf][

]

I

¥

=

Î

1

,

n

n

n

b

a

x

.

BIZONYÍTÁS:


A Cantor axióma miatt csak az egyértelműség bizonyítandó.


Tegyük fel indirekt, hogy létezik olyan 
[image: image1033.wmf][

]

I

¥

=

Î

1

,

n

n

n

b

a

t

, amelyre 
[image: image1034.wmf]t

x

¹

.


Ekkor minden 
[image: image1035.wmf]+

Î

N

I

n

 esetén




[image: image1036.wmf]n

n

a

b

-

£

-

<

t

x

0

.


Ez azonban ellentmond annak, hogy 
[image: image1037.wmf]n

n

a

b

-

 nullsorozat.

4.31. DEFINÍCIÓ:

Ha



[image: image1038.wmf](

)

d

X

,

 metrikus tér



[image: image1039.wmf]X

a

X

A

Î

Ì

,

,

akkor


[image: image1040.wmf]"

"

a

 torlódási pontja 
[image: image1041.wmf]A

-nak 
[image: image1042.wmf]Û

 
[image: image1043.wmf]"

"

a

 minden 
[image: image1044.wmf]U

 környezetére: 
[image: image1045.wmf](

A

U

Ç

\
[image: image1046.wmf]{

}

)

Æ

¹

a

.

Az 
[image: image1047.wmf]A

 torlódási pontjainak halmazát 
[image: image1048.wmf]'

A

-val jelöljük és 
[image: image1049.wmf]A

 derivált halmazának nevezzük.

4.32. bolzano – weieRstrass TÉTEL:

Legyen



[image: image1050.wmf]R

I

A

Ì

 végtelen és korlátos,
ekkor


[image: image1051.wmf]A

-nak van torlódási pontja, vagyis 
[image: image1052.wmf]Æ

¹

'

A

.

BIZONYÍTÁS:

(1) Definiálunk egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozatot:
Mivel 
[image: image1053.wmf]A

 korlátos, ezért van olyan 
[image: image1054.wmf],

,

0

0

R

I

b

a

Î

 hogy





[image: image1055.wmf][

]

0

0

,

b

a

A

Ì

.

Legyen 
[image: image1056.wmf][

]

1

1

,

b

a

 az 
[image: image1057.wmf][

]

0

0

,

b

a

-nak az a „fele”, amelynek 
[image: image1058.wmf]A

-val való metszete végtelen.

Folytassuk ezt az eljárást, tehát





[image: image1059.wmf][

]

A

b

a

n

n

Ç

,


végtelen sok elemet tartalmaz minden 
[image: image1060.wmf]+

Î

N

I

n

 esetén.

Mivel 
[image: image1061.wmf]n

n

n

a

b

a

b

2

1

1

-

=

-

 ezért 
[image: image1062.wmf](

)

,

0

lim

=

-

n

n

a

b

 így a Cantor tétel szerint létezik pontosan egy 
[image: image1063.wmf](

)

(

)

(

)

R

I

b

a

n

n

Î

=

=

lim

lim

x

, amelyre 
[image: image1064.wmf][

]

+

Î

Î

N

I

n

b

a

n

n

x

.

(2) ( torlódási pontja A-nak

Legyen 
[image: image1065.wmf]+

Î

R

I

e



[image: image1066.wmf](

)

+

Î

$

Þ

=

N

I

n

a

n

1

lim

x

, hogy 
[image: image1067.wmf]e

x

<

-

Þ

>

Î

+

n

a

n

n

N

I

n

1

,



[image: image1068.wmf](

)

+

Î

$

Þ

=

N

I

n

b

n

2

lim

x

, hogy 
[image: image1069.wmf]e

x

<

-

Þ

>

Î

+

n

b

n

n

N

I

n

2

,

.

Legyen 
[image: image1070.wmf]{

}

2

1

0

,

max

:

n

n

n

=



[image: image1071.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

Þ

Ì

Þ

Î

Î

Þ

>

Î

+

e

x

e

x

e

x

,

,

,

,

,

,

0

B

b

a

B

b

B

a

n

n

N

I

n

n

n

n

n



[image: image1072.wmf][

]

(

)

.

,

,

A

B

A

b

a

n

n

Ç

Ì

Ç

Þ

e

x


Mivel 
[image: image1073.wmf][

]

A

b

a

n

n

Ç

,

 végtelen, így 
[image: image1074.wmf](

)

A

B

Ç

e

x

,

 is végtelen, tehát 
[image: image1075.wmf]x

 torlódási pontja 
[image: image1076.wmf]A

-nak.

4.33. bolzano-weierstrass féle kiválasztási tétel:

Legyen



[image: image1077.wmf]R

I

N

I

x

®

+

:

 korlátos sorozat,
ekkor


[image: image1078.wmf]x

-nek van konvergens részsorozata.

BIZONYÍTÁS:

Legyen 
[image: image1079.wmf]x

 korlátos 
[image: image1080.wmf]x

R

Þ

 korlátos.

(1) 
[image: image1081.wmf]véges

R

x


Ekkor kell 
[image: image1082.wmf]x

R

-nek olyan elemének lennie, amely a sorozat végtelen sok elemével egyenlő, vagyis


[image: image1083.wmf]x

R

c

Î

$

 hogy 
[image: image1084.wmf]{

}

(

)

+

-

Ì

N

I

c

x

1

 végtelen.

Legyen 

[image: image1085.wmf]{

}

(

)

c

x

i

1

1

min

:

-

=




  
[image: image1086.wmf]M





[image: image1087.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

{

}

1

,

,

min

:

1

1

1

-

Î

-

=

+

-

-

N

I

n

i

i

c

x

i

n

n

K

.



  
[image: image1088.wmf]M


Nyilvánvaló, hogy 
[image: image1089.wmf](

)

n

i

 indexsorozat és 
[image: image1090.wmf]i

a

o

 állandó, hiszen





[image: image1091.wmf](

)

(

)

c

x

n

i

x

n

i

=

=

o

.

(2) 
[image: image1092.wmf]végtelen

R

x


Ekkor mivel 
[image: image1093.wmf]x

R

 korlátos, az előző tétel szerint van torlódási pontja: 
Legyen ez 
[image: image1094.wmf]'

x

R

Î

a

. 
Ekkor azonban 
[image: image1095.wmf]+

Î

"

R

I

e

 esetén



[image: image1096.wmf](

)

(

)

e

a

,

1

B

x

-

 végtelen.

Legyen

[image: image1097.wmf](

)

(

)

1

,

1

1

a

B

x

i

-

Î

 és



  
[image: image1098.wmf]M





[image: image1099.wmf](

)

{

}

]

[

(

)

¥

Ç

Î

-

,

,

,

max

,

1

1

1

1

n

n

n

i

i

B

x

i

K

a




  
[image: image1100.wmf]M


(más szóval 
[image: image1101.wmf](

)

n

i

 legyen monoton növekedő).


[image: image1102.wmf].

lim

,

a

=

i

x

és

konvergens

i

x

hogy

állítjuk

Azt

o

o



[image: image1103.wmf](

)

(

)

n

x

n

i

x

n

i

1

<

-

=

-

a

a

o

 vagyis 
[image: image1104.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

n

1

 sorozat majorálja az 
[image: image1105.wmf](

)

a

-

n

i

x

 sorozatot, tehát 
[image: image1106.wmf](

)

a

=

n

i

x

lim

.

4.34. DEFINÍCIÓ:

Ha



[image: image1107.wmf]R

I

A

Ì

,
akkor


[image: image1108.wmf]A

 zárt 
[image: image1109.wmf]A

Û

 nyílt.

4.35. TÉTEL:

Legyen



[image: image1110.wmf]R

I

A

Ì

,
ekkor


[image: image1111.wmf]A

 zárt 
[image: image1112.wmf]A

A

Ì

Û

'

.

BIZONYÍTÁS:

Gyakorlat
4.36. DEFINÍCIÓ:

Ha



[image: image1113.wmf]R

I

N

I

x

®

+

:

,
akkor


[image: image1114.wmf]x

 Canchy sorozat 
[image: image1115.wmf]î

í

ì

<

-

Þ

>

Î

Î

$

-

Î

"

Û

+

+

+

e

e

m

n

x

x

n

m

n

N

I

m

n

hogy

N

I

n

hoz

R

I

0

0

,

,

,

,

.
4.37. PÉLDA:
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4.39. MEGJEGYZÉS:

Az előző tétel általánosítható metrikus terekre.
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4.41. MEGJEGYZÉS:

Az előző tétel nem érvényes metrikus terekben.

4.42. DEFINÍCIÓ:

Azt a metrikus teret, amelyben minden Canchy sorozat konvergens, teljesnek nevezzük.

5. tágabb értelemben vett konvergencia
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5.21. TÉTEL:
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6. numerikus sorok

6.1. DEFINÍCIÓ:
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6.2. MEGJEGYZÉS:
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6.4. MEGJEGYZÉS:

Az előző tétel miatt a valós és komplex sorozatokra vonatkozó definíciók és tételek természetesen a sorokra is érvényesek. Ezek közül a konvergenciót fogalmaztuk meg a 6.1.-ben és a továbbiakban néhány fontosabbat fogalmazunk meg. 
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6.8. TÉTEL: (Majoráns kritérium)
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6.9. Példák:
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6.11. TÉTEL: (d’alambert-féle hányadoskritérium)
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7. folytonosság

7.1. DEFINÍCIÓ:
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7.3. MEGJEGYZÉS:

1.
A definícióból következik, hogy egy függvény csak az értelmezési tarto-mányának valamely pontjában lehet folytonos.
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7.38. MEGJEGYZÉS:

Az előző tétel így is megfogalmazható:
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7.40. MEGJEGYZÉS:

Az előző tétel így is megfogalmazható:

Ha valamely valós függvény értelmezési tartományának van belső pontja, és folytonos, akkor Darboux-tulajdonságú.
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A definíciókból rövid számolás után következik.

11.5. DEFINÍCIÓ:
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Az összetett függvény differenciálhatóságára vonatkozó tétel szerint:


[image: image3672.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

(

)

(

)

(

)

]

Þ

=

+

=

¶

+

¶

=

0

,

,

,

,

'

'

2

1

'

x

x

x

Q

x

x

P

x

x

x

F

x

x

F

x

h

j

j

j

j

j

j



[image: image3673.wmf]h

Þ

 konstans


[image: image3674.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

h

x

x

j

x

x

,

,

F

F

h

=

=


2. Elégségesség

Tegyük fel, hogy 
[image: image3675.wmf](

)

(

)

(

)

h

x

j

,

,

F

x

x

F

=



[image: image3676.wmf](

)

h

x

j

=



[image: image3677.wmf](

)

(

)

(

)

x

x

F

x

h

j

,

=



[image: image3678.wmf](

)

0

'

=

x

h

 mivel 
[image: image3679.wmf](

)

(

)

(

)

=

=

j

x

j

,

,

F

x

x

F

konstans.

definíció:

Ha


[image: image3680.wmf](

)

(

)

T

y

x

y

x

C

R

I

T

Î

¹

Î

®

,

,

0

,

,

,

:

0

m

m

m


és

(1*)

[image: image3681.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

,

,

'

=

+

x

y

x

y

x

Q

x

y

x

x

y

x

P

x

y

x

m

m

 differenciálegyenlet egzakt

akkor a


[image: image3682.wmf]m

 függvényt az (1) differenciálegyenlet egy integráló tényezőjének hívjuk.

megjegyzés:

Az (1) és (1*) egyenletek megoldások szempontjából ekvivalensek.

Az (A) és (B) pontban tárgyalt differenciálegyenletek is megoldhatók az egzakt differenciálegyenletek megoldási módszerével:
integráló tényezőt kell keresni.
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