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1. HALMAZOK, RELÁCIÓK, FÜGGVÉNYEK 

1.1. MEGJEGYZÉS:  

1.1.1.  
A halmaz, elem és halmazhoz tartozás fogalmakat ismertnek tételezzük fel és 

értelemszerűen használjuk az  jelöléseket. 

1.1.2. 
Feltételezzük, hogy pontosan egy olyan halmaz létezik, amelynek nincs eleme és ezt 

∅-val jelöljük. 

1.1.3. 
Az egész fejezetben feltételezünk egy elegendően tág alaphalmazt. Ha azt írjuk, hogy: 

”A halmaz”, azt úgy értjük, hogy ennek az alaphalmaznak részhalmaza, a kisbetűk 

pedig – ha mást nem mondunk – ennek az elemei. 

1.2. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

 halmaz, 

akkor legyen 

 

 

Ha 

akkor  részhalmaza -nek, 

ha 

 és  akkor  valódi részhalmaza -nek. 

1.3. MEGJEGYZÉS:  

1.3.1. 
Belátható, hogy minden  halmaz esetén  teljesül. 

AaAaAa ∉∍∈ ,,

BA,

( ) ( )BxAxxBA ∈→∈∀⇔⊂

ABBABA ⊂⊂⇔= ,

,BA⊂ A B

,BA⊂ ∅≠≠ ABA , A B

A A⊂∅
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1.3.2. 
Egy halmazt két módon definiálhatunk: 

a) felsoroljuk az elemeit 

b) megadunk egy tulajdonságot, amellyel pontosan a halmaz elemei rendelkeznek. 

1.4. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

 halmaz, , 

akkor legyen 

 (  és  uniója) 

 (  és  metszete) 

  (  és  különbsége) 

    (Az „A” halmaz -re vonatkozó  

komplementere) 

 és  diszjunkt  

1.5. TÉTEL:  

Legyen 

 halmaz, , 

ekkor 

     

   

  

      

      

      

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

X XBA ⊂,

{ }BxAxXxBA ∈∨∈∈=∪ :: A B

{ }BxAxXxBA ∈∧∈∈=∩ :: A B

{ }BxAxXxBA ∉∧∈∈=− :: A B

AXACA x −== :: x< >

A B .0=∩⇔ BA

X XBA ⊂,

ABBA ∪=∪ ABBA ∩=∩

( ) ( )CBACBA ∪∪=∪∪ ( ) ( ) CBACBA ∩∩=∩∩

[ ] ( ) ( )CBCACBA ∩∪∩=∩∪ ( ) ( ) ( )CBCACBA ∪∩∪=∪∩

AA =∪ 0 00 =∩A
XXA =∪ AXA =∩

XAA =∪ 0=∩ AA
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1.6. TÉTEL:  

Legyen 

 halmaz, , 

ekkor 

      

 

     

    

BIZONYÍTÁS:  
Gyakorlat 

1.7. DEFINÍCIÓ:  

 

Az  és  elemekből képezett rendezett elempár. 

1.8. TÉTEL:  

Legyen 

és  rendezett elempár, 

ekkor 

 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

1.9. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

 és  halmazok, 

akkor legyen 

 

X XBA ⊂,

∅=XCx XCx =∅

( ) AACC xx =

AAA =∪ AAA =∩

BABA ∩=∪ BABA ∪=∩

( ) { } { }{ }yxxyx ,,:, =

x y

( )ba, ( )yx,

( ) ( ) ybxayxba ==⇔= ,,,

A B

( ){ }ByAxyxBA ∈∈=× ,:,:
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az  és  halmazok Descartes szorzata. 

1.10. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

 és  halmazok és , 

akkor 

az  halmazt (  és  közötti binér) relációnak, a  

 halmazt az  reláció értelmezési 

tartományának,  

az 

 halmazt pedig az  reláció 

értékkészletének nevezzük. 

Az  helyett általában  jelölést használunk. 

1.11. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

, 

akkor 

 

Az  halmaz neve: az  halmaz képe az  relációnál. Ha nem okoz 

félreértést, akkor  helyett -et írunk. 

1.12. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  

akkor legyen 

  

 Az  relációt az  reláció inverzének nevezzük. 

A B

A B BAS ×⊂

S A B
( ){ }SyxhogyByAxDs ∈∈∃∈= ,:: S

( ){ }SyxhogyAxByRs ∈∈∃∈= ,:: S

( ) Syx ∈, xSy

XAYXS ⊂×⊂ ,

( ) ( ){ }SyxamelyreAxhogyYyAS ∈∈∃∈= ,:

( )AS A S

{ }( )xS ( )xS

YXS ×⊂

( ) ( ){ }SyxXYxyS ∈×∈=− ,:,:1

1−S S
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1.13. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  

  olyan reláció, amelyre teljesül, hogy  és 

  reflexív   

  szimmetrikus  

  tranzitív  

akkor 

 -t az  ekvivalenciarelációjának nevezzük. 

1.14. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  olyan reláció, amelyre teljesül, hogy  és 

  reflexív   

  antiszimmetrikus  

  tranzitív   

akkor 

 -t az  parciális rendezési relációjának vagy parciális rendezésének 

nevezzük. 

Ha még 

  is teljesül, akkor 

 -t az  rendezési relációjának vagy rendezésének nevezzük 

Ha 

  az  parciális rendezési vagy rendezési relációja, 

akkor az 

  rendezett párt parciálisan rendezett illetve rendezett halmaznak 

nevezzük. 

 (A parciális rendezést a továbbiakban a  jellel jelöljük.) 

∅≠A

AAH ×⊂ ADH =

H ( ) ( ) ( )( )aHaAaa →∈∀

( )( ) ( ) ( )( )bHaaHbAbAaba →∈∈∀∀ ,,

( )( )( ) ( ) ( )( )aHcbHcaHbAcAbAacba →∈∈∈∀∀∀ ,,,,

H A

∅≠A

AAH ×⊂ ADH =

H ( ) ( ) ( )( )aHaAaa →∈∀

( )( ) ( )( )babHaaHbAbAaba =→∈∈∀∀ ,,,

( )( )( )( )aHcbHcaHbAcAbAacba →∈∈∈∀∀∀ ,,,,

H A

( )( )( )bHaaHbAbAaba ∨→∈∈∀∀ ,

H A

H A

( )HA,

≤
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1.15. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  parciálisan rendezett halmaz, 

akkor 

 . 

1.16. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  függvény  

1.17. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  halmaz 

akkor 

  

 Y  

1.18. MEGJEGYZÉS:  

1.18.1. 

A függvényekkel kapcsolatban a következő elnevezéseket és jelöléseket használjuk. 

Ha 

  

akkor azt írjuk, hogy 

  

azt mondjuk, hogy az  függvény az -től az -hoz vezető leképezés. Az  

halmazt a függvény képhalmazának is szokták nevezni. 

( )≤,A

yxyxyx ≠≤⇔< ,

YXS ×⊂

S ( ) ( ) 212111 ,,, yySyxyx =⇒∈⇔

YX ,

{ }függvényfYXfYX :: ×⊂=→

{ }XDYXf f
x =→∈= ::

XDésYXf f =×∈

ésYXf ,: →

f X Y Y
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1.18.2. 
Ha , akkor az 

  

  

  jelöléseket is használjuk. 

1.18.3. 

A leképzés szót a függvény szóval azonos értelemben használjuk. 

Ha  akkor  az -et -ba, ha pedig  akkor -ra 

képezi le. 

1.18.4. 

Mivel a függvény az 1.16. szerint halmaz, ezért megadása úgy történik, mint általában 

a halmazok megadása: 

 a) felsoroljuk azokat az  elemeket, amelyekből áll 

 b) megadunk egy olyan tulajdonságot, amely pontosan a szóbanforgó  

elemeket jellemzi. 

1.19. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  függvény,  

akkor legyen 

  

 Az  függvényt az  függvény  halmazra való leszűkítésének (ugyanakkor 

-et az   függvény -re való kiterjesztésének) nevezzük. 

1.20. MEGJEGYZÉS:  

Ha 

  

akkor az 

YXf →:

( ) Xxxff x ∈= ,:

( ) Xxxf ∈

{ } fXxx Rf =∈

YRésYXf f ≠→: f X Y ,YR f = Y

( )( )xfx,

( )( )xfx,

YXf →: fDA ⊂

( ){ }Axfyxf
A

∈∈= :,:

A
f f A

f
A
f fD

YBYXf ⊂→∈ ,
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 halmazt a  halmaz  szerinti (teljes) inverz képének nevezzük. 

1.21. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  

akkor 

 -et invertálhatónak nevezzük  függvény 

 -et injektívnek nevezzük  

1.22. TÉTEL:  

Legyen 

  

ekkor 

  invertálható   injektív 

BIZONYÍTÁS:  

 i)  invertálható  függvény. 

Ekkor  

ii) injektív és  még sem függvény. Ekkor van olyan , 

amelyhez van olyan , amelyre  teljesül 

. De ez az injektivitás miatt azt jelenti, hogy 

. Az ellentmondás bizonyítja az állítást. 

1.23. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  

 és 

  

akkor 

( ) ( ){ }BxfXxBf ∈∈=− :1

B f

YXf →∈

f 1−⇔ f

f ( )( ) ( ) ( )( )( )yxyfxfDyDxyx ff =→=∈∈∀∀⇔ ,,

∅≠→ fYXf ,:

f ⇔ f

fTfh 1−⇒ f

( ) ( ) yxybfxbfyfxfb =⇒⇒== −− 11 ,:

fTfh 1−f Yb∈

qpXqp ≠∈ ,, qbféspbf 11 −−

( ) ( ) bqfpfqfbpfb ==⇒⇒ ,

qp =

ZYgYXf →∈→∈ ,

( ) ( ) ( ){ }ygzxfyamelyreYyZXzxh ==∈∃×∈= ,:,:
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 -t a -ből és -ből összetett függvénynek nevezzük és -fel jelöljük. 

1.24. MEGJEGYZÉS:  

Belátható, hogy  valóban függvény. 

1.25. TÉTEL:  

Legyen 

  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS:  
Gyakorlat 

1.26. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  halmaz 

akkor az 

  leképezést az  halmaz identikus leképezésének 

nevezzük. 

1.27. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  halmaz 

akkor 

 jelöli  összes részhalmazának halmazát. 

1.28. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  és  halmazok, és 

h g f fg !

fg !

XAZYgYXf ⊂→→ ,:,:

( )( ) ( )( )AfgAfg =!

X

( ) xxidxXXid xx =→ !,: X

X

( )XP X

X ∅≠Γ
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  injektív 

akkor a 

  halmazt az  halmaz indexhalmazának nevezzük és ha  

akkor az 

  jelölést használjuk. 

 Az  indexelt halmazrendszer elemeinek uniója. 

  

 és metszete 

  

1.29. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  valamely részhalmazának van olyan  indexhalmaza, 

amelyre teljesül, hogy  

 i)  

 ii)  

 iii)  

akkor az 

  halmazt az  halmaz egy osztályozásának, az  részhalmazokat 

pedig az osztályozás osztályainak nevezzük. 

1.30. TÉTEL:  

Legyen 

  

ekkor 

  egy tetszőleges  ekvivalenciarelációja meghatározza az  egy H 

osztályozását és 

( )xPf →Γ:

Γ ( )Γf ( )γγ fA =:

( ) { }Γ∈=Γ γγ :Af

{ } ∅≠Γ∈γγ :A

{ }γγγ
γ AxhogyXxA ∈Γ∈∃∈=∪

Γ∈
::

{ }γγ
γγ AxeseténXxA ∈Γ∈∀∈=∪

Γ∈
::

( )APésA ∅≠ Γ

Γ∈
∪=
γ

A

Γ∈≠ γγ 0A

Γ∈=∩ δγδγ ,0AA

{ }Γ∈γγ :A A γA

∅≠A

A H A
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  egy tetszőleges H osztályozása meghatározza az  egy  

ekvivalenciarelációját. 

BIZONYÍTÁS:  

i) Legyen  ekvivalenciareláció,  

Belátjuk, hogy H  az  osztályozása: 

a) Mivel  reflexív, ezért H elemei nem üres halmazok 

b) H  ugyanis: 

Legyen , ekkor  tehát  minden eleme valamely H-

beli  eleme, így  részhalmaza H elemei egyesítésének. A fordított 

irányú tartalmazás nyilvánvaló. 

c) H, , ugyanis létezik , hogy 

. 

Tegyük fel indirekt, hogy van olyan , hogy 

. 

Legyen . 

A  hasonlóan bizonyítható, így P=Q, ami ellentmond a  

feltételnek. 

ii) Legyen H az  egy osztályozása és H hogy 

. Ez a  reláció ekvivalenciareláció, ugyanis: reflexív, mert 

minden -hoz létezik olyan H, hogy , tehát . 

szimmetrikus, mert, ha , azaz létezik olyan H osztály, amelynek 

a és b is eleme, akkor  tranzitív, mert, ha , 

akkor létezik H, hogy 

. 

1.31. TÉTEL:  

Legyen 

  parciálisan rendezett halmaz 

A A H

AAH ×⊂ { }xHaAxHa :: ∈=

{ }AaAHa ∈⊂= :: A

H

∪ AHaAa
=∪=

∈

Ab∈ ,bHbbHb ∈⇒ A

bH A

∈QP, ∅=∩⇒≠ QPQP Aqp ∈,

qp HQésHP ==

A∈γ

γγγγ pHHpPekkorQP ⇒⇒∈∩∈ ,

QPQxHqxxHqaHxHpxHpPx
PxQpH

⊂⇒∈⇒∈⇒⇒⇒⇒⇒∈
∈∈γγ

γ

PQ ⊂ QP ≠

A ( ){ ∈∃×∈= CAAbaH :,:

}Cba ∈, H

Aa∈ ∈P Pa∈ aHa

aHb ∈P

bHaPab ⇒∈, bHcésaHb

∈QP,

aHcPCQPQPQcbPba ⇒∈⇒=⇒≠∩⇒∈∈ 0,;,

( )≤,X
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ekkor 

 i)  

 ii)  

 iii)  

Ha 

  rendezett, 

akkor 

 iv)  vagy  vagy . 

BIZONYÍTÁS: 
Nyilvánvaló 

1.32. TÉTEL:  

Legyen 

  parciálisan rendezett halmaz,  

ekkor legfeljebb egy 

  illetve  létezik, úgy, hogy 

  illetve  

BIZONYÍTÁS: 
Tegyük fel indirekt, hogy  

 

 

-re hasonlóan bizonyítható az állítás. 

1.33. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  parciálisan rendezett halmaz,  

akkor legyen 

xxXx /<⇒∈

xyyx /<⇒<

zxzyyx <⇒<< ,

( )≤,X

yxXyx <⇒∈, yx = yx >

( )≤,X XA ⊂

Aa∈ Ab∈

( ) bxAx ≤∈∀ : xa ≤

xaésxaraAxésaaAaa ≤≤−∈∀≠∈ 212121 :,,

21
121

212

,:
,:

aa
aaekkoraxLegyen
aaekkoraxLegyen

=⇒
⎭
⎬
⎫

≤=

≤=

b

( )≤,X XA ⊂
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 max  

1.34. DEFINÍCIÓ: 

Legyen 

  parciálisan rendezett halmaz,  

i) Ha 

  

 akkor -t az  egy alsó korlátjának, -t pedig alulról korlátosnak 

nevezzük. 

ii) Ha 

  

 akkor -t az  egy felső korlátjának, -t pedig felülről korlátosnak 

nevezzük. 

iii) Ha 

  alulról és felülről korlátos, akkor korlátosnak nevezzük. 

1.35. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  parciálisan rendezett halmaz,  

akkor 

 legyen 

  

  

 (Az -t  alsó határának, -t  felső határának is nevezik.) 

1.36. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

⎩
⎨
⎧

≤∈∀

∈
⇔=

xaAx
Aa

aA
:

min

⎩
⎨
⎧

≤∈∀

∈
⇔=

bxAx
Ab

bA
:

( )≤,X XA ⊂

xkraAxhogyXk ≤−∈∀∈∃

k A A

KxraAxhogyXK ≤−∈∀∈∃

K A A

A

( )≤,X XA ⊂

{ }nakAkorlátjaalsókXkA −∈= :max:inf

{ }nakAkorlátjafelsőKXKA −∈= :min:sup

Ainf A Asup A
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  parciálisan rendezett halmaz,  

akkor legyen 

  

  

  

  

( )≤,X βαβα <∈ ,, X

] [ { }βαβα <<∈= xXx ::,

] [ { }βαβα <≤∈= xXx ::,

] [ { }βαβα ≤<∈= xXx ::,

] [ { }βαβα ≤≤∈= xXx ::,
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2. VALÓS SZÁMOK 

2.1. DEFINÍCIÓ: 

Legyen  egy halmaz 

  

  

  

úgy, hogy 

I.  rendezett test 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  vagy  

  

  

II. A rendezés arkhimédeszi 

 hogy  

III. A rendezés teljes 

RI

( )yxyxRIRxIRI ,:,: +=+→+

( )yxxyRIRxIRI ,:,: ⋅=→⋅

( )∈≤=≤≤⊂ yxyxRxIRI ,:,

( )⋅+,,RI

( )1A ( ) ( )zyxzyxRIzyx ++=++∈∀ :,,

( )2A xxxRIxRI =+=+∈∀∈∃ 00::0

( )3A ( ) ( ) 0:: =+−=−+∈−∃∈∀ xxxxRIxRIx

( )4A xyyxRIyx +=+∈∀ :,

( )1M ( ) ( )yzxzxyRIzyx =∈∀ :,,

( )2M { } xxxRIxRI =⋅=⋅∈∀−∈∃ 11::01

( )3M { } 1::0 111 ==∈∃−∈∀ −−− xxxxRIxRIx

( )4M yxxyRIyx =∈∀ :,

( )AM ( ) yzxzzyxRIzyx +=+∈∀ :,,

( )1O xxRIx ≤∈∀ :

( )2O yxxyyxRIyx =⇒≤≤∈∀ ,:,

( )3O zxzyyxRIzyx ≤⇒≤≤∈∀ ,:,,

( )4O yxRIyx ≤∈∀ :, xy ≤

( )AO zyzxRIzyxRIzyx +≤+⇒∈≤∈∀ ,:,,

( )MO zyzxzyxRIzyx ⋅≤⋅⇒≤≤∈∀ 0,:,,

+∈∃⇒≥>∈∀ NInyxRIyx 0,0:, xny ≥
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Ha  a valós számok zárt intervallumainak olyan -szal indexelt halmaza, 

amelyre , akkor  

    

2.2. MEGJEGYZÉS:  

Feltételezzük az  halmaz ismeretét. 

2.3. MEGJEGYZÉS: 

Ha , akkor  egyértelműen meghatározott 

Ha , akkor  egyértelműen meghatározott 

Ha , akkor  és  ha . 

2.4. DEFINÍCIÓ:  

Legyen 

    

    . 

2.5. TÉTEL:  

(1)    

(2)   

(3)     

(4) (a)  

 (b)  

 (c)  

[ ]nnn baI ,= +NI

nn II ⊂+1

.∅≠∩
+∈

n
NIn
I

NI

RIx∈ x−

{ }0−∈ RIx 1−x
+∈∈ NInRIx , xx =:1 1: −⋅= nn xxx 1>n

( )yxyx −+=− : RIyx ∈,

1: −= xy
y
x { }0, −∈∈ RIyRIx

000 =∨=⇔= yxxy RIyx ∈,

( ) ( ) ( )( ) xyyxxyyxxx =−−−=−−=− ,,1 RIyx ∈,

( ) xzxyzyx −=− RIzyx ∈,,

yzxw
w
z

y
x

=⇔=

yw
zyxw

w
z

y
x ⋅+

=+

wy
zx

w
z

y
x

⋅

⋅
=⋅
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BIZONYÍTÁS:  
Gyakorlat 

2.6. TÉTEL:  

(1)        
(2)  

(3)        

(4)       

(5)      

(6)     

BIZONYÍTÁS:  
Gyakorlat 

2.7. DEFINÍCIÓ:  

Legyen 

  

2.8. TÉTEL:  

(1)       

(2)         

(3)         

(4)        

(5)       

BIZONYÍTÁS:  

00 <−⇒< xx RIx∈

10 <

x
x 100 <⇒< RIx∈

xzyzzyx ≤⇒≤≤ 0, RIzyx ∈,,

wyzxwzyx +≤+⇒≤≤ , RIwzyx ∈,,,

ywxzwzyx ≤≤⇒≤≤≤≤ 00,0 RIwzyx ∈,,,

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

=

>

=

0,
0,0
0,

:
xhax
xha
xhax

x

00,0 =⇔=≤ xxx RIx∈

yxxy = RIyx ∈,

y
x

y
x
= 0,, ≠∈ yRIyx

yxyyx ≤≤−⇔≤ RIyx ∈,

yxyxyx +≤+≤− RIyx ∈,
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Gyakorlat 

2.9. DEFINÍCIÓ:  

Legyen 

  

 

2.10. DEFINÍCIÓ:  

Legyen 

  

  

  

  

 Z Z,  

 Z Z,  

 Q Q :  

 Q Q :  

  

2.11. DEFINÍCIÓ:  

Ha 

  

akkor a 

  függvényt sorozatnak nevezünk 

 Egy 

  sorozatot indexsorozatnak nevezünk 

 ha 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

=

>

=

01
00
01

:
xha
xha
xha

xSGN

{ }0:: >∈=+ xRIxRI

{ }0::0 ≥∈=+ xRIxRI

+− −= 0: RIRIRI

+− −= RIRIRI :0

{ ∈=+ x: }0>x

{ ∈=− x: }0<x

{ ∈=+ x: }0>x

{ ∈=− x: }0<x

{ }0,: ≠∈=+ xNIxNI

∅≠Y

YNI →+:ϕ

++ → NINI:ϕ
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2.12. MEGJEGYZÉS:  

Néha az  típusú függvényeket tekintjük sorozatnak, ezt azonban külön 

jelezzük. 

2.13. DEFINÍCIÓ:  

Ha a 

  halmaz 

  indexhalmazára  vagy  teljesül 

akkor 

     

     

 

2.14. TÉTEL:  

Legyen 

  alulról korlátos,  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS:  
1)  Rekurzióval definiálunk egy zárt intervallumsorozatot: 

  alulról korlátos  alsó korlátja -nak. 

  

  és  

) (( )nmnmNInm ϕϕ <⇒<∈ + ,,

YNI →

{ }AH ∈αα :

A { } ( )+∈= NInnA ,,2,1 … NIA =

αααα
HH

A

n

∈=
∪=∪ :

1 αααα
HH

A∈

∞

=
∪=∪ :

1

αααα
HH

A

n

∈=
∩=∪ :

1 ααα
H

A∈

∞

=
∩=∩ :

1

RIH ⊂ ∅≠H

RIH ∈∃ inf

H 11 :aRIa ∈∃⇒ H

HbH ∈∃⇒∅≠ 1

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧ +
=+

i

ii
i

a

ba
a 2

1
1

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+

−+
=+

egyébkéntba

nakHkorlátjaalsóbahab
b

ii

iii

i

,
2
1

2
1,

1
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 A III. axióma szerint  

Legyen  

2.  Belátjuk, hogy  alsó korlátja -nak: 

 Tegyük fel indirekt, hogy  nem alsó korlátja -nak, ekkor  amelyre 

 

 De , tehát , hacsak  

 olyan természetes szám, amelyre: . 

 (Ilyen biztosan létezik a II. axióma miatt.) Ilyen -re tehát , ami 

ellentmond annak, hogy  alsó korlátja -nak. 

3.  

 Tegyük fel indirekt, hogy az  szám -nak -nál nagyobb alsó korlátja. 

Ekkor  és  , hacsak  olyan 

természetes szám,  amelyre . (Ilyen biztosan létezik a II. axióma 

szerint.) Ez azonban ellentmondás. 

2.15. TÉTEL: 

Legyen 

  felülről korlátos,  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS:  
Gyakorlat 

2.16. TÉTEL:  

\Q  

BIZONYÍTÁS:  

[ ] ∅≠∩
∞

=
nnn
ba ,

1

[ ]nnn
ba ,

1

∞

=
∩∈α

α H

α H ,Hh∈∃

.α<h

[ ]nn ba ,∈α ( ) ( ) hab
n

ababa nnnn −<−≤−=−≤−
−

αα 11111

1
2
1 n

( )hnab −<− α11

n nah <

na H

Hinf=α

RIa∈ H α

nba ≤ ( ) ααα −<−≤−≤−<⇒<≤ aab
n

abaaa nnn 11
10 n

( )α−<− anab 11

RIH ⊂ ∅≠H

RIH ∈∃sup

RI ∅≠
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Legyen Q  

Ekkor .  felülről korlátos (pl. 2 felső korlát) . 

Belátjuk, hogy Q : megmutatjuk, hogy  esetén  egyike 

sem teljesülhet. 

(1) , 

mert különben létezne  hogy 

 amivel  amivel 

. 

(2)  

sem teljesülhet, mert 

 (ilyen  a 

II. axióma miatt létezik) miatt -nak létezne  alakú eleme is . 

(3)  

 esetén  (és ilyen  is 

létezik) miatt  felső  korlátja -nak . 

2.17. DEFINÍCIÓ: 

Az -Q halmazt irracionális számok halmazának nevezzük. 

2.18. TÉTEL:  

Legyen 

  

ekkor 

  amivel  

{ ∈= rH : }2: 2 <+ r

01 ≠⇒∈ HH H RIHh ∈=⇒ sup:

∉h Qh∈ 2,2,2 222 >=< hhh

22 ≠h

( ) ,1,,, =∈ + qpNIqp

+∈∃⇒=⇒= NIpqp
q
ph 1

22 2 ,22 1
2

11
+∈∈∃⇒=⇒= NIqqppp

( ) 1,2 1 ≠⇒= qpqq

22 <h

( )22
2

2
2

2122122121 hnh
n
hh

nn
hh

n
h −<+⇐<

+
+⇐<++=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + +∈ NIn

H
n

h 1
+ Hh sup≠⇒

22 >h

( ) hhn
n
hh

nn
hh

n
h 2222121 22

2
2

2

>−⇐>−>+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − +∈ NIn

n
h 1
− H Hh sup≠⇒

RI

baRIbaRIx <∈∈ + ,,,

0: ≠∈∃ rQr ] [barx ,∈
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BIZONYÍTÁS: 

Legyen például  és  olyan, hogy . Legyen továbbá 

 

Ekkor  és . 

Ha  volna, akkor  lenne, ami  választásának ellentmond. 

Ezért 

    . 

Eszerint azonban . 

(A többi eset visszavezethető a fenti esetre.) 

2.19. TÉTEL: 

Minden  intervallumban van racionális és irracionális szám. 

BIZONYÍTÁS: 

Ha 2.18.-ban  akkor azt kapjuk, hogy létezik  amire  teljesül. 

Ha 2.18.-ban , akkor  és ha , akkor Q 

és  2.18. szerint. 

,0 ba <≤ +∈ NIn ( )abnx −<

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤∈= +

n
p

x
bNIpm :inf:

1>m
x
b

n
m

<
−1

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ≤<≤
−

n
m

x
b

x
a

n
m 1

nx
ab 1
≤

− n

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <
−

<
x
b

n
m

x
a 1

] [ 0,,1: ≠∈⇒⎢⎣

⎡
⎥⎦

⎤∈
−

= résbarx
x
b

x
a

n
mr

] [ba,

,1=x 0, ≠∈ rQr ] [bar ,∈

{ }2:sup: 2 <∈= + tQtx QRIx −∈<0 0≠r −∈ RIrx

] [barx ,∈
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3. VALÓS FÜGGVÉNYEK 

3.1. MEGJEGYZÉS: 

Ha az  függvény értelmezési tartománya , akkor (de csak akkor) néha 

eltekintünk az értelmezési tartomány feltüntetésétől. 

Az  függvényeket valós-valós vagy ha nem okoz félreértést valós 

függvényeknek nevezzük. 

3.2. DEFINÍCIÓ: 

 

 

 

 

Q 

 

 

3.3. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor legyen 

  

3.4. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

f RI

RIRIf →∈

RIidj =:

1:0 !xj =

xxABS !=:

[ ]xxINT !=:

−= RIQ :*

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

=

>

=

01
00
01

:
xha
xha
xha

xSGN

( ) ( )RIccxc ∈=⋅ !:

RIRIDf →⊂:

( ) ( )xfxfxRIDf =→ !,:

RIaIRIDf ∈→⊂ ,:
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akkor legyen 

  

  

3.5. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  
akkor a 

  

 függvényt az  halmaz karakterisztikus függvényének nevezzük. 

 A  függvényeket Dirichlet féle függvénynek nevezik. 

3.6. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor az 

  

 függvényt valós lineáris függvénynek nevezzük. 

3.7. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

  

akkor 

  

  

  

( ){ }AaxRIxDaaD ∈−∈=+=+ :

[ ] [ ]( ) ( )axfxfxRIaDf aa −=→+ !,:

RIA ⊂

⎩
⎨
⎧

−∉

∈

10
1

:
xha

Axha
xX A !

A

*QQ XaésX

RIa∈

xaxl ⋅!:

RIc∈

RIRIf →∈

RIRIg →∈

( ) ( )( ) ( )xfcxcfRIDcf f ⋅=→ :,:

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgfxRIDDgf gf +=+→∩+ :,: !

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgfxRIDDgf gf ⋅=⋅→∩⋅ :,: !
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3.8. MEGJEGYZÉS: 

Ha 

  

akkor 

  

  

3.9. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  

  

3.10. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor az 

  

 függvény -edfokú racionális egészfüggvénynek vagy polinomfüggvénynek 

nevezzük. 

{ }( ) ( )
( )xg

x
g

xRIgD
g g

1:1,0:1 1 =→− − !

RIRIhgf →∈,,

fggffggf ⋅=⋅+=+

( ) ( ) ( ) ( )hgfhgfhgfhgf ⋅⋅=⋅⋅++=++

{} niRIRIfNIn i ,,2,1,1 …=→∈−∈ +

( )∑∑
===

→=+++
n

i
i

n

i
fi

n

i
in xfxRIDffff

111
21 ,:: !… ∩

( )∏∏
===

→=⋅⋅⋅
n

i
i

n

i
fi

n

i
in xfxRIDffff

111
21 ,:: !… ∩

{} { }0,1 0 −∈−∈ + RIaNIn

∑
=

−=++
n

i

in
in

n jajaja
0

0
0 …

n
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3.11. DEFINÍCIÓ: 

Valamely  függvényt racionális törtfüggvénynek nevezünk, ha van olyan 

 és  polinomfüggvény, hogy . 

3.12. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor legyen 

  

Ha 

  

akkor 

 legyen . 

3.13. MEGJEGYZÉS: 

  

  

  

  és  

 és ha  páratlan, akkor  és  

3.14. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

RIRIf →∈

p q
q
pf =

,+∈ RIx

.00
,

2
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∈
=

+

és
xy

hogyúgyRIy
x

{}1−∈∈ +NInésRIx

⎩
⎨
⎧

=

=
=⇔=

xy
xy

yx n
n

sgnsgn

{ }xrRIrx <∈= + 2:sup

( ) xxxRIRI =→+ :,: 0 !

1
2

0

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

+RI
j

{ }xrRIrx nn <∈= + :sup
1

0

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

+RI

nn j

n ( ) 1−= nn j nn xx −=−

RIRIf →∈
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akkor 

  

  

3.15. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

és 

  akkor  pozitív, 

  akkor  nem negatív 

  akkor  negatív 

  akkor  nem pozitív 

3.16. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

és 

 , akkor -et monoton növekedőnek, (jele 

 &) 

 , akkor -et monoton csökkenőnek, (jele 

 () 

Ha  nem egyelemű 

és 

 , akkor -et szigorúan monoton 

növekedőnek (jele ) 

RIRIg →∈

gf DDD ∩=

( ) ( )xgxfDxgf <∈∀⇔< :

( ) ( )xgxfDxgf ≤∈∀⇔≤ :

RIRIf →∈

( )
fD

f ⋅> 0 f

( )
fD

f ⋅≥ 0 f

( )
fD

f ⋅< 0 f

( )
fD

f ⋅≤ 0 f

RIRIf →∈

( ) ( )212121 :, xfxfxxDxx f ≤⇒≤∈∀ f

f

( ) ( )212121 :, xfxfxxDxx f ≥⇒≤∈∀ f

f

fD

( ) ( )212121 ,, xfxfxxDxx f <⇒<∈∀ f

↑f
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 , akkor -et szigorúan monoton 

csökkenőnek (jele ) nevezzük. 

A monoton növekedő és a monoton csökkenő függvényeket monoton 

függvényeknek, míg a szigorúan monoton növekedő illetve csökkenő függvényeket 

szigorúan monoton függvényeknek nevezzük. 

3.17. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

  

akkor 

 azt mondjuk, hogy  az  halmazon 

 1) monoton növekedő 

 2) monoton csökkenő 

 3) szigorúan monoton növekedő 

 4) szigorúan monoton csökkenő 

 ha 

  rendelkezik az 1), 2), 3), 4) tulajdonságokkal. 

3.18. MEGJEGYZÉS: 

(1) Legyen  való függvény. Ekkor  akkor és csak akkor monoton növekedő 

(szigorúan monoton növekedő) ha  monoton fogyó (szigorúan monoton 

fogyó). 

(2) Legyen 

  

Ekkor 

  esetben  

  esetben  

  esetben & és ( 

( ) ( )212121 :, xfxfxxDxx f >⇒<∈∀ f

↓f

f

fDAA ⊂∅≠ ,

f A

A
f

f f

f−

jafRIa ⋅=∈ ,

+∈ RIa ↑f
−∈ RIa ↓f

0=a f f
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3.19. TÉTEL: 

Legyen 

  számsorozat 

ekkor 

 &  esetén  

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

3.20. TÉTEL: 

Minden szigorúan monoton valós függvény invertálható. 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

3.21. PÉLDA: 

Legyen 

  

ekkor 

 &, & & 

 &, ( ( 

 ( & ( 

 ( ( & 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

3.22. PÉLDA: 

Ha 

  páratlan 

akkor 

( )na

( )na +∈∀⇔ NIn 1+≤ nn aa

RIRIgf →∈,

f g gf !⇒

f g gf !⇒

f g gf !⇒

f g gf !⇒

,+∈ NIn
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Ha 

  páros 

akkor 

  nem monoton, de 

  

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat 

3.23. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor legyen 

  

  

(A „megkettőzött” zárójelet más, hasonló értelemben is használjuk.) 

3.24. MEGJEGYZÉS: 

Ha 

  az  nyílt intervalluma, 

  

  

akkor az 

  és az  pontot összekötő húron a következő ponthalmazt 

értjük: 

  

↑nj

,+∈ NIn

nj

↑↓
+−
00

,
RI

n

RI

n jj

baRIba ≠∈ ,,

[ ] { } { }[ ]bababa ,max,,min:, =

] [ { } { }] [bababa ,max,,min:, =

I RI

.,, 2121 xxIxx ≠∈

RIIf →:

( )( )11, xfx ( )( )22 , xfx

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⋅
−

−
+=∈∈ 2

21

21
221

2 ,,:, xx
xx
xfxfxfyxxxRIyx
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3.25. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

     (*) 

BIZONYÍTÁS: 

Tegyük fel először, hogy  és legyen . 

Ekkor . Legyen ezért . 

Ezért , tehát  eleme a (*) jobb oldalán álló halmaznak is, vagyis 

. 

Megfordítva: tegyük fel, hogy . Ez azt jelenti, hogy , hogy 

. 

Innen  miatt adódik, hogy 

, vagyis . Tehát 

. 

Legyen most . Ekkor az előbbiek szerint 

. 

Ez az egyenlőség a  jelöléssel így írható fel: 

,  

vagyis (*) fennáll  esetben is. �  

3.26. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  az  intervalluma 

akkor azt mondjuk, hogy az 

  függvény (alulról) [szigorúan] konvex 

ha 

2121 ,, xxRIxx ≠∈

[ ] ( ) [ ]{ }1,0:1, 2121 ∈∈−+= λλλ RIxxxx

21 xx < [ ]21 , xxx∈

10
21

2 ≤
−

−
≤

xx
xx

21

2:
xx
xx

−

−
=λ

( ) 21 1 xxx λλ −+= x

[ ] { }…⊂21 , xx

{ }…∈x [ ]1,0∈∃λ

( ) 21 1 xxx λλ −+=

[ ]1,0∈λ

( ) ( ) ( ) 22221111 111 xxxxxxxxx =−+≤=−+≤−+= λλλλλλ [ ]21 , xxx∈

{ } [ ]21 , xx⊂…

12 xx <

[ ] [ ] ( ) [ ]{ }1,0:1,, 121221 ∈∈−+== λλλ RIxxxxxx

.1: λµ −=

[ ] ( ) [ ]{ }1,0:1, 2121 ∈∈−+= µµµ RIxxxx

12 xx <

I RI

RIIf →:
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 és 

    

 esetében 

  

  

3.27. TÉTEL: 

Legyen 

  az  intervalluma 

  

ekkor 

  pontosan akkor (alulról) [szigorúan] konvex 

ha 

 ,  esetében 

 az 

  és  

 pontot összekötő húr egyetlen pontja sincs alatta [minden pontja felette van] 

az 

    

 függvény grafikonjának. 

BIZONYÍTÁS: 

(1) ⇒ 

Tegyük fel, hogy  konvex, és legyen  

Ekkor 3.26. szerint  esetében  

. 

Legyen most  ha , ekkor  

Ixx ∈∀ 21, [ ]21 xx ≠

[ ]1,0∈∀λ ] [[ ]1,0∈∀λ

( )( ) ( ) ( ) ( )2121 11 xfxfxxf λλλλ −+≤−+

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]2121 11 xfxfxxf λλλλ −+<−+

I RI

RIIf →:

f

Ixx ∈∀ 21, 21 xx <

( )( )11, xfx ( )( )22 , xfx

] [21 , xx
f

f .,, 2121 xxIxx <∈

[ ]1,0∈∀λ

( )( ) ( ) ( ) ( )2121 11 xfxfxxf λλλλ −+≤−+

21

2:
xx
xx

−

−
=λ [ ]21 , xxx∈
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A szigorúan konvexitásra vonatkozó állítás megfelelő része hasonlóan bizonyítható. 

(2) ⇐ 

Tegyük fel, hogy  és  és  esetén 

   fennáll. 

Legyen ezután . Ekkor 3.25. alapján 

, tehát , hogy 

  , így 

 

         

        . 

A szigorúan konvexitásra vonatkozó állítás megfelelő része hasonlóan bizonyítható.  

3.28. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  az  intervalluma,  

akkor 

  az  intervallumon [szigorúan] konvex  [szigorúan] konvex. 

( ) ( )2
21

1
1

21

2
2

21

1
1

21

2 xf
xx
xxxf

xx
xxx

xx
xxx

xx
xxf

−

−
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−

−
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−
+

−

−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
21

21
2 xx

xx
xfxfxfxf −

−

−
+≤

Ixx ∈21 , 21 xx < [ ]21, xxx∈∀

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
21

21
2 xx

xx
xfxfxfxf −

−

−
+≤

[ ]1,0∈λ

( ) [ ]2121 ,1 xxxx ∈−+ λλ [ ]21 , xxx∈∃

( ) 21 1 xxx λλ −+=

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−−+
−

−
+≤−+ 221

21

21
221 11 xxx

xx
xfxfxfxxf λλλλ

( ) ( ) ( ) ( ) =−
−

−
+= 21

21

21
2 xx

xx
xfxfxf λλ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21212 1 xfxfxfxfxf λλλλ −+=−+=

RIRIf →∈

I RI fDI ⊂

f I
I
f⇔
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3.29. MEGJEGYZÉS: 

A konkáv függvények a konvex függvényekhez hasonlóan értelmezhetők, azzal a 

különbséggel, hogy a  jel helyett  jelet írunk, illetve a szigorúan konkáv 

függvények esetében a < jel helyett > jelet írunk. 

3.30. TÉTEL: 

Legyen 

  az  intervalluma 

  

ekkor 

  pontosan akkor [szigorúan] konvex, ha  [szigorúan] konkáv. 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

3.31. TÉTEL: 

Legyen 

  [szigorúan] konvex valós függvény, 

  az  intervalluma 

ekkor 

  is [szigorúan] konvex. 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

3.32. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

akkor 

  alulról [felülről] korlátos, ha  alulról [felülről] korlátos. 

≤ ≥

I RI

RIIf →:

f f−

f

I RI

I
f

f

f fR
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 Alulról [felülről] korlátos függvény alsó [felső] korlátján értékkészlete alsó [felső] 

korlátját értjük. 

Ha 

  alulról és felülről korlátos 

akkor 

 -et korlátos függvénynek nevezzük. 

3.33. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  alulról [felülről] korlátos valós függvény 

akkor 

 -nek létezik abszolút minimuma [maximuma]  

 és ezt a szóban forgó függvény abszolút minimumának 

[maximumának] nevezzük. 

Ha 

 -nek van abszolút minimuma 

akkor 

 -nek azt az  elemét, amelyre ,  abszolút 

minimum helyének [maximumhelyének] nevezzük. 

 Az abszolút szélsőérték (extrémum, optimum) kifejezés az abszolút minimum 

és az abszolút maximum gyűjtőneve. 

3.34. MEGJEGYZÉS: 

 A kétféle szélsőérték közül elegendő csak az egyikkel foglalkozni, hiszen ha 

például az  valós függvénynek  minimumhelye, akkor -nek  

maximumhelye. 

f

f

f

f fR f min:min =∃⇔

[ ]fR f max:max =∃

f

fD x ( ) ( )[ ]fxffxf maxmin == f

f 0x f− 0x
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3.35. MEGJEGYZÉS: 

 A továbbiakban az  korlátos és zárt intervallumot kompaktnak fogjuk 

nevezni. 

3.36. TÉTEL: 

Legyen 

  kompakt intervallum 

  

 & 

ekkor 

 , tehát  az  abszolút minimumhelye és  pedig az  

abszolút  maximumhelye. 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

3.37. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény és 

  

akkor 

 -et páros függvénynek nevezzük. 

3.38. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény és 

  

akkor 

[ ]ba,

[ ]ba,

[ ] RIbaf →,:

f

( ) ( ) ( )bfxfaf ≤≤ RIa∈ f b f

f

( ) ( )⎩
⎨
⎧

−=

∈−
∈∀

xfxf
ésDx

Dx f
f :

f

f

( ) ( )⎩
⎨
⎧

−−=

∈−
∈∀

xfxf
ésDx

Dx f
f :
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 -et páratlan függvénynek nevezzük. 

3.39. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

  

  

akkor 

 -et -val periodikus függvénynek nevezzük. 

Ha 

  valós függvény 

akkor 

  periodikus  hogy  periodikus -val. 

Ha 

  valós függvény periodikus és periódusai között van legkisebb 

akkor ezt 

  alapperiódusának nevezzük. 

3.40. MEGJEGYZÉS: 

Az abszolút érték definíciója alapján: 

1)  

2)  

3)  

3.41. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  halmaz és 

  olyan, hogy 

f

f
+∈ RIϖ

( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

∈=+

∈∈+
∈∀

ZZkxfkxf
ZZkDkx

Dx f
f ϖ

ϖ
:

f ϖ

f

f +∈∃⇔ RIϖ f ϖ

f

f

yxyxésyxRIyx =⇔=−≥−∈∀ 00:,

xyyxRIyx −=−∈∀ :,

yzzxyxRIzyx −+−≤−∈∀ :,,

X

RIXxXd →:
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 1)  

 2)  

 3)  

akkor az 

  rendezett párt metrikus térnek, a  függvényt pedig metrikának 

nevezzük. 

3.42. MEGJEGYZÉS: 

3.40. alapján nyilvánvaló, hogy  metrikus tér. 

3.43. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  metrikus tér,  

akkor a 

  

 halmazt  középpontú,  sugarú nyílt gömbnek nevezzük és azt az 

  halmazt, amelynek , hogy  

 az  pont környezetének nevezzük. 

3.44. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

 , 

 van olyan  környezet -nak, hogy  abszolút minimumhelye az -nek 

akkor 

 -t az  lokális minimumhelyének nevezzük. 

 Az előzőhöz hasonlóan az abszolút szélsőértékhez kapcsolódó összes 

definíciónak van lokális megfelelője. 

( ) ( ) yxyxdésyxdXyx =⇔=≥∈∀ 0,0,:,

( ) ( )xydyxdXyx ,,:, =∈∀

( ) ( ) ( )zydzxdyxdXzyx ,,,:,, +≤∈∀

( )dx, d

( )ABSRI ,

( )dX , +∈∈ RIrXx ,0

( ) ( ){ }rxxdXxrxB <∈= 00 ,::,

0x r

XU ⊂ +∈∃ RIr ( ) UrxBx ⊂∈ ,00

0x

f

fDa∈

U a a
fDU

f
∩

a f
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3.45. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  metrikus tér,  

akkor 

 -t az  belső pontjának nevezzük  hogy . 

 Az  halmaz belső pontjainak halmazát  belsejének nevezzük és -rel 

jelöljük. 

 -t nyílt halmaznak nevezzük . 

3.46. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

  

 van olyan  környezete -nak, hogy  

  esetén  és  

  esetén  

akkor 

 azt mondjuk, hogy  az  pontban lokálisan növekedő. 

 Hasonlóan fogalmazható a lokális csökkenés és a szigorú lokális csökkenés 

definíciója is. 

3.47. MEGJEGYZÉS: 

 A megfelelő definíciókból következik, hogy ha &, , akkor  lokálisan 

növekedő  -ban. 

 Az állítás megfordítva nem igaz. 

3.48. TÉTEL: 

Legyen 

( )dx, XA ⊂

a A +∈∃⇔ RIr ( ) ArxBx ⊂∈ ,00

A A 0A

A AA =⇔ 0

f

fDa∈

U a

axDUx f ≤∩∈ , ( ) ( )afxf ≤

axDUx f ≥∩∈ , ( ) ( )afxf ≥

f ""a

f fDa∈ f

a
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  az  intervalluma 

  

  szigorúan lokálisan növekedő  minden pontjában 

ekkor 

  szigorúan monoton növekedő. 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

3.49. MEGJEGYZÉS: 

 A fenti tétel megfogalmazható növekedésre, és szigorú csökkenésre és 

növekedésre is. 

3.50. MEGJEGYZÉS: 

 Láttuk, hogy a lokális minimum egyúttal abszolút minimuma is az illető 

függvény egy alkalmas leszűkítésének, de nem áll fenn ez a kapcsolat a 

monoton és lokális növekedés között. 

 Példa:   

3.51. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ,  és van -nak olyan  környezet, hogy 

  

akkor 

 azt mondjuk, hogy  -ban lokálisan ekvivalens -vel és ezt 

    -vel jelöljük. 

 

I RI
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4. SZÁMSOROZATOK KONVERGENCIÁJA 

4.1. TÉTEL: 

Legyen 

  sorozat 

ekkor 

 legfeljebb egy olyan  létezik, amelyre teljesül hogy 

 -hoz  hogy 

 . 

BIZONYÍTÁS: 
 Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy  hogy  és  

megfelel a  feltételnek. Ekkor minden -hoz  és  hogy 

  esetén  és 

  esetén . 

 Legyen , (ilyen  biztosan létezik) és legyen . 

Ekkor a  fentiek alapján, ha  akkor  és , így 

. Ez azonban ellentmond  választásának. 

4.2. MEGJEGYZÉS: 

 A 4.1. TÉTEL természetes módon általánosítható metrikus térre. 

4.3. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  sorozat 

  

akkor 

nxnRINIx !,: →+

RIa∈
+∈∀ RIε +∈∃ NIn0

ε<−⇒>∈ + axnnNIn n0,

,,, baXba ≠∈∃ a b
+∈ RIε +∈∃ NIn1

+∈ NIn2

1, nnNIn >∈ + ε<− axn

2, nnNIn >∈ + ε<− bxn

2
0

ba −
<< ε ε { }210 ,max nnn =

0nn > ε<− axn ε<− bxn

ε2<−+−≤− bxaxba nn ε

nxnRINIx !,: →+

RIa∈
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 azt mondjuk, hogy az  sorozat konvergens és határértéke az  szám, ha 

 -hoz , hogy 

 . 

 Ezt  jellel jelöljük. 

 A nem konvergens sorozatokat divergensnek nevezzük. 

4.4. MEGJEGYZÉS: 

 (1) A 4.3. DEFINÍCIÓ a 4.1. TÉTEL miatt korrekt. 

 (2) A 4.3. DEFINÍCIÓ természetes módon általánosítható metrikus térre. 

 (3) A sorozat konvergenciájának a következő „átfogalmazása” érvényes: 

4.5. TÉTEL: 

Legyen 

  sorozat 

ekkor 

 esetén az véges. 

BIZONYÍTÁS: 
 Gyakorlat. 

4.6. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  és 

  

akkor 

 -et nullsorozatnak nevezzük. 

4.7. TÉTEL: 

Legyen 

x RIa∈
+∈∀ RIε +∈∃ NIn0

ε<−⇒>∈ + axnnNIn 10,

ax =lim

RINIx →+:

+∈∀⇔= RIax εlim ( )( )ε,1 aBRIx −−

RINIx →+:

0lim =x

x
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  konvergens sorozat 

ekkor 

  korlátos. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  és  Ekkor  hogy  

  

 Legyen   és 

   . 

 Könnyen belátható, hogy  alsó korlát és  felső korlát. 

4.8. MEGJEGYZÉS: 

A 4.7. TÉTEL metrikus térre való általánosításához szükséges a korlátosság 

definíciójának általánosítása. 

4.9. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  sorozat 

  indexsorozat 

Akkor 

 az  sorozatot az  részsorozatának nevezzük. 

4.10. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens sorozat és  

  az  részsorozata 

ekkor 

  konvergens és . 

BIZONYÍTÁS: 

nxnRINIx !,: →+

x

xa lim: .+∈ RIε ,0
+∈∃ NIn

., 0 ε<−⇒>∈ + axnnNIn n

{ }ε−= − axxk n ,,,min: 11 …

{ }ε+= − axxK n ,,,max: 11 …

k K

x

i

ix ! x

RINIx →+: xa lim=

RINIy →+: x

y ay =lim



 45 

 Mivel  ezért -hoz  hogy 

 

 Ha  akkor  így . 

4.11. MEGJEGYZÉS: 

 A 4.9. DEFINÍCIÓ és 4.10. TÉTEL általánosítható metrikus terekre. 

4.12. TÉTEL: 

Legyen 

  nullsorozat 

  

ekkor 

  nullsorozat. 

BIZONYÍTÁS: 
 Ha  akkor az állítás nyilvánvaló. 

 Legyen , és . Ekkor  hogy 

 

4.13. TÉTEL: 

Legyen 

  és  nullsorozat 

ekkor 

  nullsorozat. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen . Ekkor  és  hogy  

ax =lim +∈∀ RIε ,0
+∈∃ NIn

ε<−⇒>∈ + axnnNIn n0,

,0nn > ,00 0 nnn iniin <⇒<≤ ( ) ε<−=− axaix
nin!

RINIx →+:

RIc∈

cx

0=c

0≠c +∈ RIε +∈∃ NIn0

., 0 ε
ε

<⋅⇒<⇒>∈ +
nn xc

c
xnnNIn

RINIx →+: RINIy →+:

yx +

+∈ RIε +∈∃ NIn1
+∈ NIn2 ,

2
, 1

ε
<⇒>∈ +

nxnnNIn
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 . 

 Legyen . 

 Ekkor . 

4.14. TÉTEL: 

Legyen 

  nullsorozat 

  korlátos sorozat 

ekkor 

  nullsorozat. 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel  korlátos, ezért  hogy . 

 Legyen ezután . Mivel  nullsorozat, ezért  hogy 

. 

 Ebből azonban következik, hogy . 

4.15. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  majorálja -et . 

 (Akkor is használjuk ezt a kifejezést, ha az egyenlőtlenség csak bizonyos -

tól kezdve áll fenn.) 

2
, 2

ε
<⇒>∈ +

nynnNIn

{ }210 ,max: nnn =

( ) ε
εε
=+<+≤+=+⇒>∈ +

22
, 0 nnnnn yxyxyxnnNIn

RINIx →+:

RINIy →+:

xy

y +∈∃ RIK ( )+∈< NInKyn
+∈ RIε x +∈∃ NIn0

K
xnnNIn n

ε
<⇒>∈ +

0,

( ) ε
ε

=<=⇒>∈ + K
K

yxxynnNIn nnn0,

0:,: +
++ →→ RINIyRINIx

y x nn yxNIn ≤∈∀⇔ + :
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4.16. TÉTEL: 

Legyen 

  az  majoráló sorozata és 

  nullsorozat 

ekkor 

  nullsorozat. 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel  nullsorozat és  ezért -hoz  hogy 

. 

 Mivel azonban  ezért a fentiből  következik. 

4.17. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens és  

  konvergens és  

  

ekkor 

 (1)  konvergens és  

 (2)  konvergens és  

 (3)  konvergens és  

BIZONYÍTÁS: 
 (1) és (2) egyszerű következménye 4.12.-nek és 4.13.-nak. 

 (3) Megmutatjuk, hogy az  nullsorozat: 

   nullsorozat. 

 Ugyanis a jobb oldali első sorozat egy nullsorozat és egy korlátos 

sorozat szorzata, a második pedig egy valós szám és egy nullsorozat 

szorzata, így maga is nullsorozat. 

y x

y

x

y +⊂ 0RIRy
+∈∀ RIε +∈∃ NIn0

ε<≤⇒>∈ +
nynnNIn 0, 0

nn yx ≤ ε<nx

RINIx →+: xa lim=

RINIy →+: yb lim=

RIc∈

xc ⋅ accx ⋅=lim

yx + bayx +=+lim

yx ⋅ baxy ⋅=lim

( )abyx nn −

( ) ( ) ( )( )byaaxyabyx nnnnn −+−=−
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4.18. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens és  

ekkor 

 az  sorozat konvergens és 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  ekkor  hogy  

  

      

             

      

      

 Ezután 

 . 

4.19. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens számsorozat és  

ekkor 

  esetén  is konvergens és . 

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

RINIy →+: 0lim ≠= by

y
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by
11lim =

,+∈ RIε ,0
+∈∃ NIn
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bbyés
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4.20. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens 

  

  olyan, hogy  

ekkor 

  konvergens és  

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  és . Ekkor  hogy 

 és . 

 Így  

4.21. TÉTEL: 

Legyen 

  monoton növekedő [csökkenő] 

 és (felülről [alulról]) korlátos 

ekkor 

  konvergens és  

BIZONYÍTÁS: 
Gyakorlat. 

4.22. TÉTEL (Bernoulli egyenlőtlenség): 

Legyen 

  és  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS: 

RINIzRINIx →→ ++ :,:

zx limlim =

RINIy →+: zyx ≤≤

y zyx limlimlim ==

xa lim= +∈ RIε +∈∃ NIn0

ε<−⇒>∈ + axnnNIn n0, ε<− azn

., εεεεε <−⇒+<<<<−⇒+<<− ayazyxaazxa nnnnnn

RINIx →+:

x [ ]xx xRx inflimsuplim ==

+∈ NIn 1, −>∈ hRIh

( ) nhh n +≥+ 11
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 Teljes indukcióval: 

(1)  esetben az állítás nyilvánvalóan teljesül. 

(2) Tegyük fel, hogy az állítás teljesül valamely  esetén: 

  ebből -val való szorzással adódik, hogy 

  

  ebből pedig következik, hogy 

 . 

4.23. PÉLDA: 

Legyen  

ekkor az  sorozat nullsorozat. 

BIZONYÍTÁS: 

 Nyilván elegendő a  esetre korlátozódni, ugyanis  esetben az 

állítás nyilvánvalóan teljesül,  esetben pedig  és itt már 

. 

 Legyen . Ekkor  hogy  

 A Bernoulli egyenlőtlenség alkalmazásával kapjuk, hogy  esetben  

 . � 

4.24. PÉLDA: 

Legyen 

  

  

ekkor 

 . 

1=n
+∈ NIn
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BIZONYÍTÁS: 

 Legyen , ekkor . 

 Könnyen belátható, hogy  esetben a szóban forgó sorozat 

divergens. 

4.25. PÉLDA: 

Legyen 

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 
 (1)  esetben nyilvánvaló 

 (2)  

   

 (3)  

  � 

4.26. PÉLDA: 

  

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  és  ekkor  és 

� 

+∈ NIn ∑
=

+
+

−
−

−
=

−

−
=

n

i

n
n

i q
qqq

qq
0

1
1

1
1

1
1

1
1

] [1,1−−∈ RIq

+∈ 0RIa

( ) 1lim =n a

1=a

1>a

( ) ( ) .0lim11101: =⇒≥
−

⇒⋅+≥+=⇒>−= nnn
n

n
n

n hh
n
ahnhaah

10 << a

( ) ( ) .1lim1lim1lim11: ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒=⇒>= n

n
n a

b
b

a
b

( ) 1lim =n n

1: −= n
n nh 2≥n 0>nh

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0lim
2
111 1

222

2

2

21
=⇒<⇒

−
=>++≥+= − nnnnnnn

n
n hhhnnhnhnhnhn



 52 

4.27. PÉLDA: 

Legyen 

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  úgy, hogy   

 Ekkor   

 Legyen  

 Legyen , ekkor . 

 Ez pedig a közrefogási szabály miatt az állítást bizonyítja.� 

4.28. PÉLDA: 

(1) Legyen 

  

ekkor 

 . 

(2) . 

BIZONYÍTÁS: 
 (1)  szerinti teljes indukcióval bizonyítható 

 (2) az (1)-ből következik. 
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4.29. TÉTEL: 

(1) Az  sorozat szigorúan monoton növekedő. 

(2) Az  sorozat szigorúan monoton csökkenő. 

(3) Létezik és egyértelműen meghatározott egy olyan  amelyre  

  

 feltétel teljesül. 

BIZONYÍTÁS: 
 (1) A számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenségből következik. 

 (2) Ekvivalens -nel, ami szintén következik a számtani 

és mértani közép közötti egyenlőtlenségből. 

 (3) Mindenesetre , tehát  létezik, másrészt 

  . 

4.30. TÉTEL: 

Legyen 

  egymásba skatulyázott intervallumsorozat  

 (vagyis ), és  

ekkor 

 létezik pontosan egy  amelyre . 

BIZONYÍTÁS: 
 A Cantor axióma miatt csak az egyértelműség bizonyítandó. 
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 Tegyük fel indirekt, hogy létezik olyan , amelyre . 

 Ekkor minden  esetén 

  . 

 Ez azonban ellentmond annak, hogy  nullsorozat. 

4.31. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  metrikus tér 

 , 

akkor 

  torlódási pontja -nak   minden  környezetére: \ . 

 Az  torlódási pontjainak halmazát -val jelöljük és  derivált halmazának 

nevezzük. 

4.32. BOLZANO – WEIERSTRASS TÉTEL: 

Legyen 

  végtelen és korlátos 

ekkor 

 -nak van torlódási pontja, vagyis . 

BIZONYÍTÁS: 
 (1) Definiálunk egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozatot: 

Mivel  korlátos, ezért van olyan  hogy 

 . 

 Legyen  az -nak az a „fele”, amelynek -val való 

metszete végtelen. 

 Folytassuk ezt az eljárást, tehát 

   

  végtelen sok elemet tartalmaz minden  esetén. 
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 Mivel  ezért  így a Cantor tétel 

szerint létezik pontosan  

  egy , amelyre . 

 (2) ξ torlódási pontja A-nak 

 Legyen  

 , hogy  

 , hogy . 

 Legyen  

  

 . 

 Mivel  végtelen, így  is végtelen, tehát  torlódási 

pontja -nak. 

4.33. BOLZANO-WEIERSTRASS féle kiválasztási TÉTEL: 

Legyen 

  korlátos sorozat 

ekkor 

 -nek van konvergens részsorozata. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  korlátos  korlátos. 

  

 Ekkor kell -nek olyan elemének lennie, amely a sorozat végtelen sok 

elemével egyenlő, vagyis 

   , hogy  végtelen. 

      Legyen  

      

   . 
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      Nyilvánvaló, hogy  indexsorozat és  állandó, hiszen 

   . 

  

 Ekkor mivel  korlátos, az előző tétel szerint van torlódási pontja: Legyen 

ez . 

      Ekkor azonban  esetén 

    végtelen. 

      Legyen  és 

        

    

        

   (más szóval  legyen monoton növekedő). 

  

  vagyis  sorozat majorálja az  

sorozatot, tehát  

     . 

4.34. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  
akkor 

  zárt  nyílt. 

4.35. TÉTEL: 

Legyen 
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ekkor 

  zárt . 

4.36. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  Canchy sorozat  

4.37. PÉLDA: 

 A 

  sorozat nem Canchy sorozat. 

4.38. TÉTEL: 

Legyen 

  konvergens 

ekkor 

  Canchy sorozat. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  és . 

 Ekkor  hogy  esetén . 

 Eszerint, ha  akkor 
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4.39. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tétel általánosítható metrikus terekre. 

4.40. TÉTEL: 

Legyen 

  Canchy sorozat 

ekkor 

  konvergens. 

BIZONYÍTÁS: 
  

  Legyen  pedig az -hez tartozó küszöbszám. 

  Ez azt jelenti, hogy  

   . 

  Legyen . Ekkor  esetén 

   , 

 vagyis , ezen kívül a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja 

van, tehát korlátos. 

  vagyis van olyan  

indexsorozat,  hogy  konvergens. 

  Legyen . Eszerint -hoz , 

  hogy  esetén 

   . 

  Mivel  Canchy sorozat, ezért , 

  hogy  esetén 

   . 
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  Legyen . Ekkor  esetén  

miatt 

   . 

  Ez azonban azt jelenti, hogy 

  .� 

4.41. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tétel nem érvényes metrikus terekben. 

4.42. DEFINÍCIÓ: 

Azt a metrikus teret, amelyben minden Canchy sorozat konvergens, teljesnek 

nevezzük. 
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5. TÁGABB ÉRTELEMBEN VETT KONVERGENCIA 

5.1. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  divergens és 

 -hoz , hogy 

  

akkor 

 azt mondjuk, hogy  tágabb értelemben konvergens, és tágabb értelemben 

vett határértéke  . Azt is mondjuk, hogy  a -hez  divergál. 

 Jelölés   

5.2. TÉTEL: 

Legyen 

  monoton növekedő [csökkenő] és felülről [alulról] nem korlátos 

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS: 
 Nyilvánvaló.  

5.3. MEGJEGYZÉS: 

Nyilvánvaló, hogy 

  

Ezért bármely a -re érvényes állításból adódik egy megfelelő állítás -re. 

5.4. TÉTEL: 

Legyen 
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  részsorozata -nek 

ekkor 

 (1)  

 (2)  

 (3)  

 (4)  

 (5)  

 (6)  

 (7)  

 (8)  

 (9) -ból nem következik  sem . 

BIZONYÍTÁS: 
 Gyakorlat.  

5.5. PÉLDA: 

Igazoljuk, hogy 

   . 

Legyen . Mivel  nullsorozat, ezért -hoz  hogy 

. � 

5.6. DEFINÍCIÓ: 

Legyen 
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  úgy hogy 

  és 

 minden  esetében 

 . 

5.7. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  és  

akkor a 

  

  halmazt az  pont  sugarú környezetének nevezzük. 

5.8. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor a  

  számot az  alsó [felső] határának nevezzük, ha 

 1)  

 2)  esetén van olyan , hogy  

 Az  alsó ill. felső határát most is  ill.  jellel jelöljük. 

5.9. TÉTEL: 

Legyen 
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Ekkor 

 -nak van alsó és felső határa. 

BIZONYÍTÁS: 
 Nyilvánvaló.  

5.10. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

 -hoz . 

5.11. MEGJEGYZÉS: 

 (1) A fenti definíció a 4.3. és 5.1. DEFINÍCIÓ általánosítása. 

 (2) A fenti definíció korrektsége is bizonyítható, hasonlóan a 4.1. TÉTEL-hez, 

ehhez azonban  szükséges az -ban metrikát definiálni. Ezt például a 

következő módon tehetjük: 

 Legyen 

   

  És 

   

 Belátható, hogy ekkor  metrikus tér. 

5.12. DEFINÍCIÓ: 

Ha 
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akkor 

  torlódási pontja -nak  esetén . 

 Az  torlódási pontjainak halmazát -vel jelöljük és  derivált halmazának 

nevezzük. 

5.13. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  és 

  

  

akkor 

  

  

 A  illetve  értékeket az  számsorozat felső, illetve alsó 

határértékének nevezzük.  Használatosak a , illetve 

 jelölések is. 

5.14. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  és  

 és 

        (1) 

BIZONYÍTÁS: 
 Legyen 
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 mivel 

  ezért 

    , így 

    (2) 

 

  (ami ekvivalens  létezésével) 

 (a) eset: , amelyre , ugyanis (2) miatt a 

-nál  kisebb indexű tagok egyenlők -nel, a -nál nagyobb indexű tagok 

közül jelöljön egyet  . 

 Ha , akkor , tehát az  sorozat alulról 

korlátos, ekkor  mivel  alulról nem korlátos, ezért  és  közötti 

valamelyik  indexre kell hogy  teljesüljön, ez azonban lehetetlen 

mivel  típusú  sorozat. 

 (b) eset:  

 Ekkor két lehetőség van: 

   (1)  felülről korlátos  

   (2)  felülről nem korlátos  

 Tehát  létezik és  

 

  hasonlóan bizonyítjuk 

 

 (C) az egyenlőtlenség bizonyítása 

  (a)  (2) miatt teljesül 

  (b)  vagy  akkor szintén (2) miatt fennáll 

  (c)  

  (d)  � 
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5.15. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  véges. 

BIZONYÍTÁS: 

 Az (1) miatt -hoz , hogy . 

 Az  definíciója miatt  is igaz. 

 Tehát  csak  esetekben állhat fenn. � 

5.16. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  véges. 

BIZONYÍTÁS: 

 Gyakorlat. � 

5.17. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  és a 

  

  

 halmaz  esetén megszámlálhatóan végtelen számosságú, 
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akkor 

 -t az  sorozat torlódási helyének nevezzük. 

5.18. ÁLLÍTÁS: 

Legyen 

  

ekkor 

  torlódási helye -nek  

BIZONYÍTÁS: 

 Nyilvánvaló. � 

5.19. MEGJEGYZÉS: 

Ha 

  

akkor 

  torlódási helye -nek   felülről nem korlátos 

  torlódási helye -nek   alulról nem korlátos. 

BIZONYÍTÁS: 
 Nyilvánvaló. 

5.20. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  és  torlódási helye -nek és 

 ha  torlódási helye -nek 

akkor 

c x
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BIZONYÍTÁS: 
 Mindkét állítás első részét bizonyítjuk. 

 Legyen  

1. eset:  alulról nem korlátos. 

Ekkor  torlódási helye -nek. 

Ugyanakkor 5.14.-ben bizonyítottuk, hogy , tehát . 

A  nyilvánvalóan teljesül. 

 

2. eset:  alulról korlátos. 

Ekkor , vagy . 

 

Ekkor minden -hoz , hogy , mivel 

 monoton növekedő. 

Az  definíciója miatt , így . 

Tegyük fel indirekt, hogy , ahol  az  torlódási helye. 

Legyen , ekkor . 

Mivel  ezért az 5.15. miatt a 

 halmaz számossága véges. 

 értelmezéséből azonban következik, hogy . 

Ez azonban ellentmondás. 

Az előzőekből az is látható, hogy  tehát  az  torlódási 

helye (hiszen ). 

 

Ez azt jelenti, hogy . 
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Így  torlódási helye -nek és más torlódási helye nincs. 

Mivel  ezért sem valós szám, sem  nem lehet egyenlő -szel, így 

.  

5.21. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  konvergens és . 

BIZONYÍTÁS: 

(a) ⇒ 

(b) Tegyük fel, hogy  és legyen . 

(c) Ekkor a   és a 

(d)    halmazok számossága véges, így  is 

véges, tehát . 

(e) Tehát  

(f) (b) ⇐ 

(g) Tegyük fel, hogy  konvergens és , és legyen . Ekkor , 

hogy . Ekkor azonban 

.  

 

+∞⇒+∞=⇒> xxn limε x

( ) +∞=nalim ∞− xlim

+∞=xlim

RINIx →+:

( ) xAxx ⇔== limlim Ax =lim

Axx == limlim +∈ RIε

{ }ε−≤∈= + AxNIkH k::

{ }kxANIkK ≤+∈= + ε:: KH ∪

( ) +∈∪= NIKHn max:0

.,, 0 εεε <−⇒+<<−⇒∉∉⇒>∈ + AxAxAKnHnnnNIn nn

x Ax =lim +∈ RIε +∈∃ NIn0

( ) εεε +<<−⇔<−⇒>∈ + AxAAxnnNIn nn0,

AxAxAbAaAbaA nn ==⇒==⇒+<≤<− lim,limlim,limεε
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6. NUMERIKUS SOROK 

6.1. DEFINÍCIÓ: 

legyen 

  

A  sorozat a  leképzés által az  számsorozathoz rendelt számsorozat, 

amelyet az  számsorozat elemeiből képzett numerikus sornak nevezünk és -

szel jelölünk. Ha a  számsorozat konvergens és határértéke , akkor azt 

mondjuk, hogy az  számsorozat elemeiből képezett  numerikus sor 

konvergens és összege . 

Ezt így jelöljük: 

  vagy  

 

6.2. MEGJEGYZÉS: 

Előfordulhat, hogy az eredeti sorozat elemeit célszerű volna nullától indexezni. Ez azt 

jelenti, hogy nem , hanem  típusú függvényből indulunk ki. Ilyen 

esetben is értelmezzük a  leképzést (értelemszerűen) és ekkor -val jelöljük. 

6.3. TÉTEL: 

A  leképzés bijekció.  
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6.4. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tétel miatt a valós és komplex sorozatokra vonatkozó definíciók és tételek 

természetesen a sorokra is érvényesek. Ezek közül a konvergenciót fogalmaztuk 

meg a 6.1.-ben és a továbbiakban néhány fontosabbat fogalmazunk meg. 

(Nem fogalmazzuk meg külön a divergenciát, a Canchy tulajdonságot, …) 

6.5. TÉTEL: 

legyen 

  

  konvergens 

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

Mivel  konvergens, ezért a Canchy-féle konvergencia kritérium szerint minden 

-hoz létezik olyan  hogy  esetén 

  

legyen most . Ekkor minden  esetén 

 .  

6.6. DEFINÍCIÓ: 

ha 

  

akkor legyen 

  abszolút konvergens  konvergens. 

RINIx →+:

∑ x

0lim =x

∑ x

+∈ RIε +
∗ ∈ NIn ∗

+ >>∈ nmnNImn 1,,

ε<++= +
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∑ nm

n
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i xxx …1

1

∗>+= nmn 1: 1:0 +=> ∗nnn

ε<1x
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∑ x ∑⇔ x
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6.7. TÉTEL: 

legyen 

  

  abszolút konvergens 

ekkor 

  konvergens. 

BIZONYÍTÁS: 

 

 konvergens  Canchy sorozat: , hogy 

.  

. Legyen . 

ekkor . 

Eszerint  Canchy sorozat  konvergens, mivel  teljes. 

6.8. TÉTEL: (Majoráns kritérium) 

legyen 

  

  

ekkor 

 (1)  abszolút konvergens 

 (2)  nem abszolút konvergens 

BIZONYÍTÁS: 

 monoton növekedő 
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 (1)  konvergens  korlátos 

 

   monoton növekedő, felülről korlátos  

  konvergens.  

(2) Tegyük fel indirekt, hogy  abszolút konvergens  konvergens 

   korlátos  korlátos  konvergens (mert 

 monoton növekedő), ez azonban ellentmondás. � 

6.9. PÉLDÁK: 

(1) Ha , akkor a  numerikus sort 

geometriai sornak nevezzük. 

  Ha  akkor . 

  Ha  akkor  nem konvergens. 

 (2) A  sort harmonikus sornak nevezzük. 

  A harmonikus sor divergens. 

6.10. TÉTEL: (CAUCHY-FÉLE GYÖKKRITÉRIUM) 

legyen 

  

ekkor 

 (1)  abszolút konvergens 

 (2)  divergens. 

BIZONYÍTÁS: 
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 (1) Legyen  és , ekkor véges sok -től eltekintve 

     konvergens. 

(2) A feltételből következik, hogy végtelen sok -re , ezért  

vagy nem létezik, vagy nem egyenlő 0-val, ezért  nem konvergens. 

� 

6.11. TÉTEL: (D’ALAMBERT-FÉLE HÁNYADOSKRITÉRIUM) 

legyen 

  

ekkor 

 (1)  abszolút konvergens 

 (2)  divergens. 

BIZONYÍTÁS: 

 (1) Legyen  és , ekkor , hogy  

   konvergens. 

 (2) Legyen  és , ekkor , hogy , 

  , tehát  vagy nem 

létezik,   vagy nem egyenlő 0-val  nem konvergens. � 

6.12. MEGJEGYZÉS: 

ha 
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  és 

  vagy 

  és 

  vagy  

akkor 

  konvergenciája csak további vizsgálattal dönthető el. 

6.13. TÉTEL: 

legyen 

  monoton fogyó és 

  

ekkor az 

  sor konvergens. 

BIZONYÍTÁS: 

 Gyakorlat. 
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7. FOLYTONOSSÁG 

7.1. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  valós függvény 

 , és 

 minden -hoz , hogy  

  

akkor 

 -et az  pontban folytonosnak nevezzük és ezt az  jellel 

jelöljük. 

7.2. MEGJEGYZÉS: 

 Nyilvánvaló, hogy  átfogalmazható: 

  vagy 

 . 

7.3. MEGJEGYZÉS: 

1. A definícióból következik, hogy egy függvény csak az értelmezési 

tartományának valamely pontjában lehet folytonos. 

 2. Az  jel tehát azt jelenti, hogy: 

   

   

   folytonos -ban. 

7.4. TÉTEL: 

Legyen 

f

fDx ∈0

+∈ RIε +∈∃ RIδ

( ) ( ) ( )∗<−⇒<−∈ εδ 00, xfxfxxDx f

f fDx ∈0 [ ]0xCf ∈

( )∗

( )( ) ( )( )εδ ,, 00 xfBDxBf f ⊂∩

( ) ( )( )( )εδ ,0
1

0 xfBfDxB f
−⊂∩

[ ]0xCf ∈

RIRIf →∈

fDx ∈0

f 0x
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ekkor 

 -hoz , hogy  

           . 

BIZONYÍTÁS:  

 Legyen  és , ekkor 

 -höz , hogy 

 . 

 Legyen , ekkor 

  és  szereposztással:  

 . 

  

 Legyen .  

7.5. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

akkor 

  balról folytonos -ban . 

 Ezt -val jelöljük. 

7.6. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

RIRIf →∈

[ ] +∈∀⇔∈ RIxCf ε0
+∈∃ RIδ

( ) ( ) ( ) εδ <−⇒∩∈ yfxfDxByx f,, 0

⇒

[ ]0xCf ∈ +∈ RIε

2
ε +∈∃ RIδ

( ) ( ) ( )
2

, 00
ε

δ <−∩∈ xfufDxBu f

( ) fDxByx ∩∈ δ,, 0

xu = yu =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε
εε
=+<−+−=−

2200 yfxfxfxfyfxf

⇐

0: xy =

RIRIf →∈

] ]( ) ff DxDx ∩∞−∩∈ '
00 ,

f 0x ] ] [ ]00, xCxDf f ∈∞−∩⇔

[ ]0xCf −∈

RIRIf →∈
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akkor 

  jobbról folytonos -ban . 

 Ezt -val jelöljük. 

7.7. ÁLLÍTÁS: 

Ha 

  

akkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

7.8. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  izolált pontja -nak  

           . 

7.9. ÁLLÍTÁS: 

Legyen 

  izolált pontja -nek 

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

[ [( ) ff DxDx ∩∞∩∈ '
00 ,

f 0x [ [ [ ]00 , xCxDf f ∈∞∩⇔

[ ]0xCf +∈

0
0, fDxRIRIf ∈→∈

[ ] [ ]00 xCfxCf −∈⇔∈ [ ]0xCf +∈

RIxRIA ∈∈ 0,

0x A +∈∃⇔ RIr

( ) { }00 , xArxB =∩

0, xRIRIf →∈ fD

[ ]0xCf ∈
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7.10. MEGJEGYZÉS: 

Az előző állítás szerint bármely véges (számosságú) halmazon értelmezett valós 

függvény és bármely valós számsorozat folytonos. 

7.11. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS: 
  

 Legyen  és  olyan, hogy  és . 

 Legyen , hogy  

 , hogy  esetén  

  miatt  ezért  esetén .  

  

 Tegyük fel indirekt, hogy  és mégis . 

 Ez utóbbi azt jelenti, hogy  hogy  esetén , 

amelyre  áll fenn. 

 Mivel  tetszőleges, ezért legyen , a hozzá tartozó  pedig legyen 

. 
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 Így tehát  esetén , hogy . 

 Legyen .Ez az  sorozat olyan amelyre igaz, hogy  és 

, ugyanakkor . 

7.12. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha , akkor 

 -hoz , hogy  

 . 

 Ezek után az előző tétel bizonyítása megismételhető. 

7.13. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS: 
 Legyen 

+∈∀ NIn fn D
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 , ekkor  miatt 

 . 

 Ezért  

          

     

7.14. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

  

akkor 

  az -ban    , hogy 

          

 lokálisan jeltartó    

7.15. KÖVETKEZMÉNY: 

Legyen 

  és  

ekkor 

  lokálisan jeltartó -ban. 

BIZONYÍTÁS: 
  

7.16. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

( )] [00,0 yxf −∈ε [ ]0xCf ∈

( ) ( ) ( ) ( ) 0000 ,: yxfxfxfDxBxRI f −<<−⇒∩∈∈∃ + εδδ

( )( ) ( ) ( ) ( ) 00000 yxfxfxfyxf −<−<−−

⇓

( )xfy <0

RIRIf →∈

fDx ∈0

( ) ( )[ ]00 00 <> xfxf

f 0x
+∈∃ RIε

⇔

( ) ( ) ( )[ ]00,0 <>⇒∩∈ xfxfDxBx fε

[ ]0xCf ∈ ( ) 00 ≠xf

f 0x

RIRIf →∈

'
0 ff DDx ∪∈
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akkor 

  az -ban    , hogy 

          

 lokálisan korlátos    

7.17. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  lokálisan korlátos -ban. 

BIZONYÍTÁS: 

 , hogy 

 . 

 Legyen . 

 Ekkor .  

7.18. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  

 , hogy . 

 Minden  esetén , 

 ezért 

 .  

f 0x
++ ∈∈∃ RIRIk δ,

⇔

( ) ( ) kxfDxBx f <⇒∩∈∀ δ,0

[ ]0xCf ∈

f 0x

[ ] +∈∃⇒∈ RIxCf δ0

( ) ( ) ( ) 1, 00 <−⇒∩∈ xfxfDxBx fδ

( ) 1: 0 += xfk

( ) ( ) kxfDxBx f <⇒∩∈ δ,0

[ ]0xCf ∈

[ ]0xCf ∈

+∈ RIε

[ ] +∈∃⇒∈ RIxCf δ0 ( ) ( ) ( ) εδ <−⇒∩∈ 00 , xfxfDxBx f

fDxx ∈0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000 xfxfxfxfxfxf −≤−=−

( ) ( ) ( ) εδ <−⇒∩∈ 00 , xfxfDxBx f
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7.19. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  az  pontban lokálisan korlátos. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen . 

 Az előző állítás szerint , ezért ,  

 hogy , vagyis  

  

      

      

 Legyen , ekkor 

 .  

7.20. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  környezete -nak . 

 (  az  pontban lokálisan szűkebb -nál). 
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7.21. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

  

  és , hogy  

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen . 

  miatt -hoz , hogy 

  

  miatt . 

7.22. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tételt „pontbeli folytonosságra vonatkozó majoráns kritérium”-nak nevezik. 

A  speciális esetet pedig az  pontra vonatkozó Lipschitz-féle korlátos 

feltételnek nevezzük. 

.  

7.23. ÁLLÍTÁS: 

Legyen 
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ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

7.24. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen  

 , hogy  

 , hogy  

 , 

ezért 

  

 vagyis 

 . 

 

7.25. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

 . 

[ ]0xCAf ∈

[ ]0xCg ∈

( )[ ]0xgCf ∈

[ ]0xCgf ∈!

+∈ RIε

( )[ ] +∈∃⇒∈ RIxgCf δ0 ( )( ) ( ) ( )( )( )εδ ,, 0
'

0 xgfByfDxgBy f ∈⇒∩∈

( )[ ] +∈∃⇒∈ RIxCg δ0 ( ) ( ) ( )( )'00 ,, δδ xgBxgDxBx g ∈⇒∩∈

( ) ( ) ggfggf DxBDxBDD ∩⊂∩⇒⊂ δδ ,, 00 !!

( ) ( )( ) ( )( )( )εδ ,, 00 xgfBxgfDxBx gf ∈⇒∩∈ !

( )( ) ( )( )( )ε,0xgfBgf !! ∈

[ ] RICxCf ∈∈ ,0

[ ]0xCcf ∈
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BIZONYÍTÁS: 
 Ha , akkor nyilvánvaló. 

 Ha , akkor  és , ebből a 

folytonosságra vonatkozó majoráns kritérium szerint következik az állítás. � 

7.26. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

 , és . 

BIZONYÍTÁS: 

(1) Legyen  

 , hogy . 

 , hogy . 

 Legyen . 

 Ekkor  

 . 

(2) Legyen , ekkor  

  

  lokálisan korlátos -ban  és hogy  

 . 

 Legyen  és legyen . 

 , hogy . 

 , hogy . 

0=c

0≠c f

x

cf DD
0

⊂ ( )( ) ( )( ) ( ) ( )00 xfxfcxcfxcf −≤−

[ ]0, xCgf ∈

[ ]0xCgf ∈+ [ ]0xCgf ∈⋅

+∈ RIε

[ ] +∈∃⇒∈ RIxCf 10 δ ( ) ( ) ( )
2

, 010
ε

δ <−⇒∩∈ xfxfDxBx f

( )[ ] +∈∃⇒∈ RIxCg 20 δ ( ) ( ) ( )
2

, 020
ε

δ <−⇒∩∈ xgxgDxBx f

{ }21 ,min: δδδ =

( ) ( )( ) ( )( ) =+−+⇒∩∩∈ 00 , xgfxgfDDxBx gfδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε
εε
=+<−+−≤−+−=

220000 xgxgxfxfxgxgxfxf

gf DDx ∩∈

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )000000 xgxgxfxgxfxfxgxfxgxfxfgxfg −+−=−=−

[ ] gxCg ⇒∈ 0 0x
+∈∃⇔ RI2δ

( ) ( ) ''
0 , kxgDxBx g <⇒∩∈ δ

( ){ }0
' ,max: xfkk = +∈ RIε

[ ] +∈∃⇒∈ RIxCf 10 δ ( ) ( ) ( )
k

xfxfDxBx f 2
, 010

ε
δ <−⇒∩∈

[ ] +∈∃⇒∈ RIxCg 20 δ ( ) ( ) ( )
k

xgxgDxBx g 2
, 020

ε
δ <−⇒∩∈
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 Legyen , ekkor  

  

 .  

7.27. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 , hogy  és  

 , hogy . 

 Legyen , ekkor . 

 Legyen , ekkor  és  esetén  

 . 

 Mivel , ezért a folytonosságra vonatkozó majoráns alapján következik 

az állítás. � 

7.28. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

{ }'21 ,,min: δδδδ =

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )<−+−≤−⇒∩∈ 0000 , xgxgxfxfkxfgxfgDxBx fgδ

ε
εε

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +<
kk

k
22

[ ] [ ] gxCgxCg ⇒∈∈ 00 ,

[ ]0
1 xC
g
∈

( ) [ ] +∈∃⇒∈≠ RIxCgxg δ00 ,0 ( ) ( ) 0,0 ≠⇒∩∈ xgDxBx gδ

+∈∃ RIk ' ( ) ( ) '
0

1, kx
g

DxBx g <⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒∩∈ δ

( ) gDxBx ∩∈ δ,0 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )0
0

0
111 xgxg
xgxg

x
g

x
g

−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

( )0

'

:
xg
kk = g

x

DD
g

0

1 ⊂ ( )
g

DxBx 1,0 ∩∈ δ

( ) ( ) ( ) ( )00
11 xgxgkx
g

x
g

−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

[ ]0xCg ∈

[ ] [ ] ( ) 0,, 000 ≠∈∈ xgxCgxCf
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 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

7.29. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  folytonos . (Ezt -vel jelöljük.) 

7.30. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  

  

  

  

 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

7.31. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

[ ]0xCg
f
∈

RIRIf →∈

f [ ]00 : xCfDx f ∈∈∀⇔ Cf ∈

Cgf ∈,

CAfADA f ∈⇒∅≠⊂ ,

( ) CgfDRg fg ∈⇒∅≠∩− !1

CgfgfDD gf ∈⋅+⇒∅≠∩ ,

( ){ } C
g

xgDx g ∈⇒∅≠≠∈
10:

C
g
fDD

g
f ∈⇒∅≠∩ 1

RIRIf →∈

∅≠⊂ ADA f ,
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akkor 

  folytonos -n . (Ezt -val jelöljük.) 

7.32. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  

BIZONYÍTÁS: 
  

 Legyen  és  nyílt. 

 Ha , akkor az állítás nyilvánvalóan igaz, ezért tegyük fel, hogy 

. 

 Legyen  

 Mivel  és  nyílt, ezért , hogy  

 Mivel  ezért , tehát a fenti -hoz is , hogy  

 . 

 Ekkor azonban  miatt  

 , tehát  belső pontja -nak, és mivel  tetszőleges, 

ez igazolja az állítást. 

  

 Tegyük fel, hogy, ha  nyílt  nyílt. 

 Legyen  és , ekkor  is nyílt, ezért  

  miatt , hogy  

 , tehát  folytonos -ban. 

 Mivel  tetszőleges volt, ezért . 

f A CAf ∈⇔ ( )ACf ∈

RIRIf →∈

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒

⎭
⎬
⎫⊂

⇔∈ − .1 nyíltHf
nyíltH
RIH

Cf

⇒

Cf ∈ RIH ⊂

( ) ∅=− Hf 1

( ) ∅=− Hf 1

( ) ( ) ., 00
1

0 HxfyHfx ∈=∈ −

Hy ∈0 H +∈∃ RIε ( ) .,0 HyB ⊂ε

Cf ∈ [ ]0xCf ∈ ε +∈∃ RIδ

( )( ) ( )( )εδ ,, 00 xfBxBf ⊂

( )00 xfy = ( )( ) ( )( ) ( )HfyBfxBff 1
0

1
0

1 ,, −−− ⊂⊂ εδ

( ) ( )HfxB 1
0 ,

−⊂δ 0x ( )Hf 1−
0x

⇐

HRIH ,⊂ ( )Hf 1−⇒

fDx ∈0 ( ) +∈= RIxfy ε,00 ( )( )ε,01 yBf −

( )( )ε,01
0 yBfx −∈ +∈∃ RIδ

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )εδεδ ,,,, 000
1

0 xfBxBfyBfxB ⊂⇒⊂ − f 0x

fDx ∈0 Cf ∈
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7.33. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  és 

  egy indexelt halmazrendszer 

akkor 

  lefedi -t . (Azt is mondjuk, hogy  egy lefedése -

nak.) 

Ha 

  elemei nyílt halmazok 

akkor 

  egy nyílt lefedését adják. 

7.34. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  kompakt  minden nyílt lefedéséből kiválasztható egy véges nyílt 

lefedés. 

7.35. HEINE-BOREL tétel: 

Legyen 

  
akkor 

  kompakt  korlátos és zárt. 

BIZONYÍTÁS: 
  

 (1)  zárt (  nyílt) 

 Feltehetjük, hogy , ellenkező esetben ugyanis az állítás nyilvánvaló. 

 Legyen . 

RIY ⊂

{ }Γ∈γγ ,A

{ }Γ∈γγ :A Y γγ
AY

Γ∈
∪⊂⇔ γA Y

{ }Γ∈γγ ,A

Y

RIX ⊂

X X⇔

RIX ⊂

X X⇔

⇒

X xRI −⇔

∅≠X

XRIx −∈0
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 Ekkor  és , hogy . 

 . 

 Mivel  kompakt: , hogy . 

 Legyen , ekkor . 

  

 , tehát -hez , hogy , így  

  nyílt  zárt. 

 (2)  korlátos 

  

  

  

  korlátos . 

 Könnyen belátható, hogy kompakt halmaz zárt részhalmaza kompakt, így 

elegendő  kompaktságát megmutatni. 

 Tegyük fel indirekt, hogy  nem kompakt, ekkor  nyílt, hogy 

 és  

 véges sok  nem fedi le -t. 

 Legyen  és  úgy, 

hogy  nem fedhető le véges sok -vel. 

 Ekkor Cantor tétele szerint: 

 . 

 Mivel  nem nyílt -ben: .  

 , ez azonban ellentmond 

annak, hogy  nem fedhető le véges sok -vel. 

Xy∈∃ +∈ RIyx γγ ,
0

( ) ( ) ∅=∩ yx yBxB γγ ,,
00

( )yXy
yBX γ,

∈
∪⊂

X ( )nkXyk ,,2,1 …=∈∃ ( )
kyk

n

k
yBX γ,

1=
∪⊂

{ }
nxxx 02010

,,,min:0 γγγγ …= ( ) ( ) ∅=∩
kykyBxB γγ ,, 00

( ) ., 00 ∅=∩ XxB γ

( ) XRIxB \, 00 ∩γ XRIx \0 ∈∀ +∈∃ RI0γ ( ) XRIxB \, 00 ⊂γ

( ) XRIXRIx \\ 0
0 ⇒∈ X⇒

X

{ }nkym
kyk ,,1:min: …=−= γ

{ }nkyM
kyk ,,1:max: …=+= γ

⇐

X [ ]baXbaRIba ,,:, ⊂<∈∃⇒

[ ]ba,

[ ]ba, RIAi ⊂∃

[ ] iIC
A

∈
∪⊂ba,

iA [ ]ba,

[ ] [ ]ba,, 00 =βα [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
∈ −

−−−−
− 1

1111
1 ,

2
,

2
,, n
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nnn β

βαβα
αβα

[ ]nn βα , iA

[ ] { } [ ]
00000000 :,,: iiIinnn
AxIiAxbaxxRIx ∈∈∃⇒∪∈⇒∈⇒=∩∈∃

∈

∞

=
βα

ni
A RI ] [

000 ,: iArxrxRIr ⊂+−∈∃ +

[ ] ] [ [ ]
00000

,,,: 000 innnn ArxrxNIn ⊂⇒+−⊂∈∃ + βαβα

[ ]ba, iA



 92 

7.36. BOLZANO tétele: 

Legyen 

  

  

ekkor 

 , hogy 

 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Tegyük fel indirekt, hogy  esetén   legyen -nek 

az a fele, amelyre , és így tovább. Azt kapjuk, hogy  

esetén:  és . 

 Alkalmazva a Cantor-féle közösrész tételt: . 

 Nyilvánvaló, hogy  és a feltevés szerint . 

  hogy 

 vagy  , vagy 

    és mivel 

 ( ) ( ) Cba nn == limlim , ezért -hoz , hogy  

esetén  

   

  . 

7.37. TÉTEL: 

Legyen 

  

ekkor 

  esetén , hogy . 

[ ]baCfbaRIba ,,,, ∈<∈

( ) ( ) 0<⋅ bfaf

] [ba,⊂∈∃

( ) 0=cf

[ ]bax ,∈∀ ( ) .0≠xf [ ]11, ba [ ]ba,

( ) ( ) 011 <⋅ bfaf +∈∀ NIn

[ ] [ ]11 , −−⊂ nnnn baba ( ) ( ) ( )ababbfaf nnnnn −=−<⋅
2
1,0

( ) ( ) ( ) ( )nnnn bacba limlim:,, ==

[ ]baC ,∈ ( ) 0≠cf

[ ] ,+∈∃⇒∈ RIcCf δ

( ) [ ]( ) +⊂∩ RIbacBf ,, δ

( ) [ ]( ) −⊂∩ RIbacBf ,, δ

+∈ RIδ +∈∃ NIn0 0, nnNIn >∈∃ +

( ) [ ]bacBan ,, ∩∈ δ

( ) [ ]bacBbn ,, ∩∈ δ

[ ]baCfbaRIba ,,,, ∈<∈

( ) ( )[ ]bfafd ,∈∀ [ ]baC ,∈∃ ( ) dcf =
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BIZONYÍTÁS: 

 Az  esetben az állítás nyilvánvalóan igaz. 

 Tegyük fel, hogy . 

 Legyen , ekkor a , másrészt  

  és  miatt , így az előző tétel szerint 

van olyan , amelyre , vagyis .  

7.38. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tétel így is megfogalmazható: 

 . 

7.39. DEFINÍCIÓ: 

Ha 
  

  

akkor 

  Darboux tulajdonságú . 

7.40. MEGJEGYZÉS: 

Az előző tétel így is megfogalmazható: 

Ha valamely valós függvény értelmezési tartományának van belső pontja, és 

folytonos, akkor Darboux-tulajdonságú. 

7.41. TÉTEL: 

Legyen 

  
ekkor 

 az intervallum . 

( ) ( )bfaf =

( ) ( )bfaf ≠

( ) ( )] [] [bfafd ,∈ ( ) Cdf ∈⋅−=:ϕ

( ) ( ) dafa −=ϕ ( ) ( ) dbfb −=ϕ ( ) ( ) 0<ba ϕϕ

] [bac ,∈ ( ) 0=cϕ ( ) 0)( =−= dcjcϕ

[ ] ( ) ( )[ ][ ] [ ]( )bafbfafbaCf ,,, ⊂⇒∈

RIRIf →∈

∅≠0
fD

f [ ] ( ) ( )[ ][ ] [ ]( )bafbfafDba f ,,:, ⊂⊂∀⇔

RIA ⊂

[ ][ ] AbaAba ⊂∈∀⇔ ,:,
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BIZONYÍTÁS: 
  

 Legyen  intervallum, , akkor az intervallum értelmezéséből 

következik az állítás. 

  

 Tegyük fel, hogy . 

 Legyen . 

 Ekkor 

  . 

 A második tartalmazás nyilvánvaló. Az első a következő módon látható be: 

 Legyen , hogy . 

 Ekkor azonban , és mivel , ezért . 

 Így  az  intervallumok valamelyikével egyenlő. 

7.42. TÉTEL: 

Legyen 

  intervallum, 

  szigorúan monoton növekedő 

ekkor 

  intervallum. 

BIZONYÍTÁS: 
  

 Ha  folytonos, akkor Darboux tulajdonságú, így  esetén 

, így az előző állítás szerint  intervallum. 

  

 Tegyük fel, hogy  intervallum. 

 Legyen  és . 

 Mivel  szigorúan monoton növekedő, ezért felvesz -tól különböző 

értéket is. 

⇒

A Aba ∈,

⇐

[ ][ ] AbaAba ⊂∈∀ ,:,

AA sup:,inf: == βα

] [ [ ]βαβα ,, ⊂⊂ A

] [ ] [ ] [βαβα ,,,, xzxyx ∈∈∃⇒∈ Azy ∈,

[ ] Azy ⊂, ] [zyx ,∈ ] [ A⊂βα ,

A ] [ [ [ ] ] [ ]βαβαβαβα ,,,,,,,

I

RIIf →:

fRCf ⇔∈

⇒

f fRzy ∈,

[ ][ ] ( )( ) ( )( )[ ][ ] fRzffyffzy ⊂= −− 11 ,, fR

⇐

fR

+∈∈ RIDa f ε, ( )( ) ((( )( )εβεα ,sup:;,inf: 11 afBfafBf −− ==

f ( )af
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 Mivel  intervallum, ezért ebből következik, hogy  nem állhat 

egyetlen pontból, vagyis alkalmaz  mellett . 

  

Legyen . 

 Ekkor  és . Innen 

,  

 vagyis . 

 Mivel  tetszőleges volt, így .  

 (Hasonló tétel érvényes szigorúan monoton csökkenő függvény esetén is.) 

7.43. TÉTEL: 

Legyen 

  kompakt,  

ekkor 

  korlátos. 

BIZONYÍTÁS: 

 Tegyük fel indirekt, hogy  nem korlátos. 

 Ekkor -hoz . 

 Legyen . 

  kompakt  korlátos, tehát a  féle kiválasztási tétel szerint  

indexsorozat, hogy   konvergens. 

 Legyen . 

 A kompakt  zárt  . 

  miatt a folytonosságra vonatkozó átviteli elv szerint  

konvergens  és így korlátos is. 

 Ez azonban ellentmond az  feltételnek. 

fR ( )(( )ε,1 afBf −

ε +>∈− RIαβ

{ } ] [

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−

∈−−

=

αβ

β

βαβα

δ

ahaa
ahaaa

ahaaa

,
,

,,,min
:

+∈ RIδ ( ) ] [βαδ ,, ⊂∩ IaB

( )( ) ] [( ) ( )( )εβαδ ,,, afBfIaBf ⊂⊂∩

[ ]aCf ∈

Ia∈ Cf ∈

[ ]aCf ∈ ( )ACf ∈

Af

Af

+∈∀ NIn ( ) nxfAx nn >∈∃ :

( )nxx =:

AARx ,⊂ ⇒ ⇒ i∃

ix !

( )ixa !lim:=

⇒ ⇒ Aa∈

[ ]aCf ∈ ( )ixf !!

( ) ( )( )afixf =!!lim

( ) nixf nin ≥>
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7.44. WEIERSTRASS tétele: 

Legyen 

  kompakt,  

ekkor 

 -nak van abszolút minimuma és abszolút maximuma. 

BIZONYÍTÁS: 
 Az abszolút maximum létezését bizonyítjuk, a minimum hasonlóan 

bizonyítható. 

 Az előző tétel szerint  korlátos. 

 Legyen . 

 Ekkor minden  esetén . 

 Legyen . 

 Mivel  és  kompakt, tehát korlátos is, ezért a B-W féle tétel szerint  

index sorozat, hogy  konvergens. 

 Legyen . 

 Az  halmaz kompakt, tehát zárt . 

 Mivel  ezért . Másrészt , így 

a folytonosságra vonatkozó átviteli elv miatt .  

 Tehát . 

7.45. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

akkor 

  egyenletesen folytonos -n -hoz  

 . 

RIA ⊂ ( )ACf ∈

Af

Af

( ) AfAfM supsup: ==

+∈ NIn ( ) Mxf
n

MAx nn ≤<−∈∃
1:

( )nxx =:

ARx ⊂ A i∃

ix !

ixa !lim:=

A Aa∈⇒

( )( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−

ni
Mxf

n
in

11 ( ) Mixf =!!lim [ ]aCf ∈

( ) ( )afixf =!!lim

( ) ( )AfMaf sup==

∅≠⊂→∈ ADARIRIf f ,,

f A +∈∀⇔ RIε

( ) ( ) εδδ <−⇒<−∈∈∃ + yfxfyxAyxRI ,,:
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Ha 

  

akkor 

 -et egyenletesen folytonosnak nevezzük. 

7.46. TÉTEL: 

Legyen 

  kompakt,  

ekkor 

  egyenletesen folytonos -n. 

BIZONYÍTÁS: 

 Tegyük fel indirekt, hogy  nem egyenletesen folytonos. Ekkor  és 

 esetén , hogy  és . 

 Legyen . Mivel ,  kompakt  korlátos, ezért a B-W féle 

kiválasztási tétel szerint van olyan  indexsorozat, hogy  konvergens. 

Legyen . Ekkor   esetén 

. Mivel  és   nullsorozat, 

 is az. Tehát . . 

 Így azonban  nullsorozat. 

 Ez pedig ellentmond -nak. 

 

fDA =

f

RIA ⊂ ( )ACf ∈

f A

Af +∈∃ RIε

+∈∀ NIn AIx nn ∈⋅∃
n

yx nn
1

<− ( ) ( ) ε≥− nn ygxf

( )nxx =: ARx ⊂ A ⇒

i ix !

ixa !lim:= +∈∀ NIn

ax
i

axxyay
nnnnn i

n
iiii −+≤−+−≤−

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ni
1 ( )ax

ni
−

( )ay
ni
− aiy =!lim [ ] ( ) ( ) ( )afiyfixfaCf ==⇒∈ !!!! limlim

( ) ( )iyfixf !!!! −

( ) ( ) ε≥−
nn ii yfxf
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8. FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE 

8.1. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

 legfeljebb egy olyan  van, amelyre igaz, hogy -hoz , 

hogy . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.2. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

 , amelyre igaz, hogy -hoz , hogy 

 

akkor 

 -t az  függvény  pontbeli határértékének nevezzük és  

   vagy jellel jelöljük. 

8.3. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

RIRIf →∈

'
fDa∈

RIA∈ +∈∀ RIε +∈∃ RIδ

( ) { }( ) ( )εδ ,, ABaaBf ⊂−

RIRIf →∈

'
fDa∈

RIA∈∃ +∈∀ RIε +∈∃ RIδ

( ) { }( ) ( )εδ ,, ABaaBf ⊂−

A f RIa∈

( )xf
ax→

lim f
a
lim

RIRIf →∈

'
ff DDa ∩∈
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  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.4. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.5. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

  

  

  

ekkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

[ ] faCf
a
lim∃⇔∈ ( )aff

a
=lim

RIRIf →∈

'
fDa∈

f
a
lim∃

{ }
Axf

ax
aDR

RIxAf fxNI

a
=⇒

⎭
⎬
⎫

=

−⊂
∈∀⇔=

+

!lim
lim
:lim

RIRIgf →∈,

ff DaDa ∈∉ ,

bf
a

=lim

',, ggf DbDbRb ∈∉∉

fghcg
b

!== :,lim

hlim∃ ch
a

=lim
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8.6. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  és  

  és . 

 Ha , akkor  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.7. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

  

ekkor 

  esetén  

  esetén  

  esetén . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.8. TÉTEL: 

Legyen 

  

'',,,, gf DDaRIdcRIRIgf ∩∈∈→∈

gBfA
aa
lim,lim =∃=∃

( )gdfc
a

+∃lim ( ) BdAcgdfc
a

⋅+⋅=+lim

( )gf
a

⋅∃lim ( ) BAgf
a

⋅=⋅lim

0≠A
fa

1lim∃
Afa

11lim =

RIRIgf →∈,
''
gf DDa ∩∈

gBfA
aa
lim,lim =∃=∃

( ) { }araBxRIrA −∈∈∃⇒≠ + ,:0 ( )( ) ( )Axf sgnsgn =

( ) { }araBxRIrBA −∈∈∃⇒< + ,: ( ) ( )xgxf <

{ }aDx f −∈ ( ) ( ) BAxgxf ≤⇒≤

RIRIhgf →∈,,
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  esetén  

ekkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.9. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

  

  

  

akkor 

 -t az  függvény  pontbeli baloldali határértékének nevezzük és a  

  jelek valamelyikével jelöljük. 

8.10. MEGJEGYZÉS: 

A fentihez hasonló a jobboldali határérték definíciója, amelynek jelölése: 

  lehet. 

8.11. TÉTEL: 

Legyen 

  

'''
hgf DDDa ∩∩∈

Ahfhf
aaaa

:limlim,lim,lim ==∃∃

{ }aDDDx hgf −∩∩∈ ( ) ( ) ( )xhxgxf ≤≤

g
a
lim∃ Ag

a
=lim

RIRIf →∈

'
fDa∈

] [ fDaraRIr ⊂−∈∃ + ,:

] [ara
fg

,−
=

gA
a
lim=∃

A f RIa∈

( ) ( )0,lim,lim
00

−
−−→

affxf
aax

( ) ( )0,lim,lim
00

+
++→

affxf
aax

+∈∈ RIrRIa ,
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ekkor 

 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.12. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

akkor 

 -hez  hogy 

    

 -hez  hogy 

   . 

Ha még , hogy , 

akkor 

 -hez  hogy 

    

 -hez  hogy 

    

 -hez  hogy 

    

 -hez  hogy 

] [ ] [ RIraaaraf →+∪− ,,:

AffffRIAf
aaaaa

==∃∃⇔∈=∃
−+−+ 0000
limlim,lim,limlim

RIRIf →∈

ff DaDa ∉∈ ,'

RIKf
a

∈∀⇔+∞=
.

lim ,+∈∃ RIδ

( ) ( )xfKDaBx f <⇒∩∈ δ,

RIKf
a

∈∀⇔−∞=
.

lim ,+∈∃ RIδ

( ) ( ) KxfDaBx f <⇒∩∈ δ,

+∈∃ RIr ] [ fDrara ⊂+− ,

RIKf
a

∈∀⇔+∞=
−

.

0
lim ,+∈∃ RIδ

] [ ] [ ( )xfKaraaax <⇒−∩−∈ ,,δ

RIKf
a

∈∀⇔−∞=
−

.

0
lim ,+∈∃ RIδ

] [ ] [ ( ) Kxfaraaax <⇒−∩−∈ ,,δ

RIKf
a

∈∀⇔+∞=
+

.

0
lim ,+∈∃ RIδ

] [ ] [ ( )xfKraaaax <⇒+∩+∈ ,, δ

RIKf
a

∈∀⇔−∞=
+

.

0
lim ,+∈∃ RIδ
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   . 

8.13. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

ekkor 

  esetén . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.14. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

  

ekkor 

  

 . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.15. TÉTEL: 

Legyen 

  

  

] [ ] [ ( ) Kxfraaaax <⇒+∩+∈ ,, δ

RIRIf →∈

ff DaDa ∉∈ ,'

axDRRIxf fx
NI =⊂∈∀⇔+∞=

+

lim,,lim +∞=xf !lim

RIRIf →∈

ff DaDa ∉∈ ,'

{ } ( ) 0≠⇒−∈ xfaDx f

01limlim =⇒+∞=
f

f
aa

+∞=⇒=>
f

ff
a

1lim0lim,0

+∈∈ RIrRIa ,

] [ ] [ RIraaaraf →+∪− ,,:
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ekkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.16. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  felülről nem korlátos 

akkor 

  

  helyett néha -et írunk. 

 Hasonló -beli határérték definíciója is. 

8.17. TÉTEL: 

Legyen 

  

  felülről nem korlátos 

ekkor 

  esetén . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.18. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

+∞=⇔+∞=
−
ff

aa 0
limlim +∞=

+
f

a 0
lim

RIRIf →∈

fD

( )
( ) .,

,
lim

.

ε

ε

<−⇒>∈

∈∃−∈∀
⇔=

+

∞→ AxfKxDx
hogyRIKhozRI

Axf
f

x

( )xf
x ∞→
lim f

∞
lim

∞−a

RIRIf →∈

fD

+∞=⊂∈∀⇔∈=
+

∞+
xDRRIxRIAf fx

NI lim,,lim Axf =!lim

RIRIf →∈
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  alulról nem korlátos 

Akkor 

  

Hasonló tételt és definíciókat lehet megfogalmazni a többi esetre is. 

8.19. TÉTEL: 

Legyen 

  monoton növekedő 

ekkor 

  és  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

8.20. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

  

  

ekkor 

  az  szám az  szakadási helye. 

Ha még 

  és 

  de  

akkor 

 az  számot megszüntethető szakadási helynek nevezzük. 

Ha 

  és  

akkor 

fD

( ).,
,

lim
.

xfKxDx
hogyRIKhozRI

f
f <⇒<∈

∈∃−∈∀
⇔+∞=

+

∞− ε

ε

[ ] RIbaf →,:

ff
ba 00
lim,lim
−+

∃∃ ] [ ffbac
cc 00
lim,lim,
+−

∃∃⇒∈ ( ) fcff
cc 00
limlim
+−

≤≤

RIRIf →∈

fDa∈

[ ]
.
⇔∉ aCf RIa∈ f

'
fDa∈

f
a
lim∃ ( )aff

a
≠lim

RIa∈

f
a
lim∃ ffff

aaaa 0000
limlim,lim,lim
+−+−

≠∃∃
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 az  számot elsőfajú szakadási helynek nevezzük. 

Ha 

  vagy  

akkor 

 az  számot másodfajú szakadási helynek nevezzük. 

8.21. TÉTEL: 

Legyen 

  polinomfüggvény 

ekkor 

  és . 

BIZONYÍTÁS: 
  

 

RIa∈

f
0-a

lim\∃ f
0a

lim\
+

∃

RIa∈

RIRIf →∈

fRIa
a
lim∃⇒∈ ( )aff

a
=lim
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9. DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS 

9.1. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIRIf →∈ , 0
f0  Dx ∈  

akkor 

 a ( ) fx DfK :
0

\{ } RIx →0  

 ( ) ( )
0

0

xx
xfxf

x
−

−
!  függvényt az f  függvény 0x  helyhez tartozó különbségi 

hányados függvényének nevezzük. 

Ha 

 ( ) ( )
RI

xx
xfxf

x
∈

−

−
∃

0

0

0

lim  szám, 

akkor 

 ezt a számot az f  függvény 0x -beli differenciálhányadosának nevezzük. 

 Jelölés: ( ) ( ) 000  , , xx
dx
dfxDxf =ʹ′ .  

 Az RIx ∈0  helyen differenciálható függvények osztályát [ ]0xD -lal jelöljük. 

9.2. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIRIf →∈ , 

akkor 

 azt mondjuk, hogy az f  grafikonjának az ( )( )00 , xfx  pontban van érintője, ha 

( )0xf ʹ′∃ . Az ( )( )00 , xfx  ponton áthaladó ( )0xf ʹ′  iránytangensű egyenest az f  

grafikonjának 0x  abszcisszájú pontjához tartozó érintőjének nevezzük. 

 ( ) ( )( ) ( )( )000:  x:
00

xfxxxfxeRIRIe xx +−ʹ′=→∈ !  



 109 

9.3. TÉTEL: 

Legyen 

 0
0, fDxRIRIf ∈→∈ , 

ekkor 

 [ ] ,,:0 RIARIDxDf f ∈→∃⇔∈ ε  hogy 

   0lim
0

=ε
x

 és  

   ( ) ( ) ( ) ( )( )000 xxxxxAxfxf −+−=− ε . 

BIZONYÍTÁS: 
  

9.4. TÉTEL: 

Legyen 

 0
0, fDxRIRIf ∈→∈ , 

ekkor 

 [ ] [ ]00 xCfxDf ∈⇒∈ . 

BIZONYÍTÁS: 
  

 (Könnyen belátható, hogy az állítás megfordítása nem igaz.) 

9.5. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIcxDgf ∈∈  ,, 0 , 

ekkor 

 [ ]0xDfc ∈⋅  és ( ) ( ) ( )00 xfcxcf ʹ′⋅=ʹ′  

 [ ]0xDgf ∈+  és ( ) ( ) ( ) ( )000 xgxfxgf ʹ′+ʹ′=ʹ′+  

 [ ]0xDgf ∈⋅  és ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 xgxfxgxfxgf ʹ′⋅+⋅ʹ′=ʹ′⋅  
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 ( ) [ ]00 0 xD
g
fxg ∈⇒≠  és ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )02
0000

0 xg
xgxfxgxf

x
g
f ʹ′−ʹ′

=
ʹ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 

BIZONYÍTÁS: 
  

9.6. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ,RIRIf →∈  fDx ∈0 , +∈ RIδ  és 

 [ [ fDxx ⊂+ δ00 ,  

 ( )fK xx 0
0 0
lim
+

∃  

akkor  

 azt mondjuk, hogy az f  az fDx ∈0  pontban jobbról differenciálható, és ezt a 

határértéket jobboldali differenciálhányadosnak nevezzük, és ( )0xf+ʹ′ -lal 

jelöljük. (A baloldali differenciálhányados analóg módon definiálható.) 

9.7. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIRIf →∈  és 

 Hx∈∀  esetén [ ]xDf ∈  

akkor 

 az ( )xfxRIHf ʹ′→ ! ,:  függvényt 

 az f  derivált függvényének nevezzük. 

 A H  halmazon differenciálható függvények osztályát ( )HD -val jelöljük. 

9.8. TÉTEL: 

Legyen 

 ,, RIRIgf →∈  gf DR ⊂  

 [ ],0xDf ∈  [ ][ ]0xfDg ∈  
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ekkor 

 [ ]0xDfg ∈!  és  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )000 xfxfgxfg ʹ′⋅ʹ′=ʹ′! . 

BIZONYÍTÁS: 
 A 9.3. TÉTEL alkalmazásával egyszerűen adódik. 

9.9. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [ RIbaf →,:  szigorúan monoton növekedő és folytonos, 

 ] [,,0 bax ∈  ( )00 : xfy =  

 [ ]0: xDf  

 ( ) 00 ≠ʹ′ xf  

ekkor 

 [ ]01 yDf ∈−  és  

 ( ) ( )
( ) ( )( )0

1
0

0
1 11

yffxf
yf

−
−

ʹ′
=

ʹ′
=

ʹ′ . 

9.10. TÉTEL: 

Legyen 

 ,RIRIf →∈  ,00 fDx ∈  [ ]0xDf ∈  

ekkor 

 (1) f az 0x -ban lokálisan nő [fogy] ⇔ ( ) ( )[ ]00 00 ≤ʹ′≥ʹ′ xfxf  

 (2) ( ) ( )[ ] fxfxf ⇒<ʹ′>ʹ′ 00 00  az 0x -ban szigorúan lokálisan nő [fogy]. 

BIZONYÍTÁS: 

 (1) f  az 0x -ban lokálisan nő +∈∃⇒ RIδ  hogy 

  ( ) ( )000 xfxfxxx ≤⇒<<−δ  

  ( ) ( )xfxfxxx ≤⇒+<< 000 δ , tehát 
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  ( )δ,0xBx∈  esetben ( ) ( )
0

0

0 ≥
−

−

xx
xfxf , így 

  ( ) ( ) ( )
0lim

0

0
0

0

≥
−

−
=ʹ′

xx
xfxf

xf
x

. 

(2) Tegyük fel, hogy ( ) +∈∃⇒>ʹ′ RIxf δ00 , hogy 

(3)   ( ) { }00 , xxBx −∈ δ  esetben ( ) ( )
0

0

0 >
−

−

xx
xfxf , tehát 

    ( ) ( )00 xfxfxx >⇒> . 

  (Az állítások többi része hasonlóan igazolható.) 

9.11. TÉTEL: 

Legyen 

 ,RIRIf →∈  0
0 fDx ∈  

 f -nek 0x -ban lokális szélsőértéke van 

ekkor 

 ( ) 00 =ʹ′ xf . 

BIZONYÍTÁS: 

 Tegyük fel, hogy ( ) 00 ≠ʹ′ xf , ekkor 

 ( ) fxf ⇒>ʹ′ 00  az 0x -ban szigorúan lokálisan nő, 

 ( ) fxf ⇒<ʹ′ 00 az 0x -ban szigorúan lokálisan csökken. 

9.12. ROLLE TÉTEL: 

Legyen 

 ,RIRIf →∈  [ ],,baCf ∈  ] [( )baDf ,∈ , ( ) ( )bfaf =  

ekkor 

 ] [ba,∈∃ξ , hogy ( ) 0=ʹ′ ξf . 

BIZONYÍTÁS: 

 [ ] .max:,min:, fMfmbaCf ==∃⇒∈  
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 Ha fMm ⇒=  konstans ] [ ( ) 0:, =ʹ′∈∀⇒ xfbax . 

 Ha ⇒≠ Mm  közülük legalább az egyiket az f  az intervallum belsejében 

veszi fel, mivel ( ) ( )bfaf = . 

 Ebben a belső pontban f -nek lokális szélsőértéke van, így ( ) 0=ʹ′ ξf . 

  

9.13. CAUCHY TÉTEL: 

Legyen 

 ,, RIRIgf →∈  [ ],,, baCgf ∈  ] [( )baDgf ,, ∈ , 

 ( ) 0≠ʹ′ xg  ] [( )bax ,∈  

ekkor 

 ] [ba,∈∃ξ , hogy ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

ʹ′

ʹ′
=

−

− . 

BIZONYÍTÁS: 

 Az előző tétel alapján ( ) 0≠ʹ′ xg  ( ) ( )agbg ≠⇒ . 

 Legyen ( ) ( ) ( )xgxfxF λ−=:  úgy, hogy F  kielégítse a ROLLE tétel feltételeit:  

 [ ]baCF ,∈ , ] [( )baDF ,∈ , így csak ( ) ( )bFaF = -t kell biztosítani. 

 ( ) ( ) ( ) ( )bgbfagaf λλ −=− , azaz ( ) ( )
( ) ( )agbg

afbf
−

−
=λ . 

 Alkalmazzuk a ROLLE tételt F -re ⇒  ] [ba,∈∃ξ , hogy 

 ( ) ( ) ( )ξλξξ gfF ʹ′⋅−ʹ′=ʹ′=0 , 

 tehát ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )agbg

afbf
g
f

−

−
==

ʹ′

ʹ′
λ

ξ
ξ . 

  

9.14. LAGRANGE TÉTEL: 

Legyen 

 ,RIRIf →∈  [ ],,baCf ∈  ] [( )baDf ,∈  

ekkor 
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 ] [ba,∈∃ξ , hogy  

 ( ) ( ) ( )ξf
ab
afbf

ʹ′=
−
− . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen az előző tételben ( ) ,xxg =  ] [bax ,∈ . 

  

9.15. TÉTEL: 

Legyen 

 RIRIf →∈  

 ] [( )baDf ,∈  

ekkor 

(a) ] [ ( ) ( )[ ]⇒>ʹ′≥ʹ′∈ 00:, xfxfbax  f  [szigorúan] monoton növekedő  

] [ba, -n 

 (b) ] [ ( ) ( )[ ]⇒<ʹ′≤ʹ′∈ 00:, xfxfbax  f  [szigorúan] monoton csökkenő  

 ] [ba, -n 

 (c) ] [ ( ) fxfbax ⇒=ʹ′∈ 0:,  állandó. 

BIZONYÍTÁS: 
 Legyen 

 bxxa <<< 21 . 

 Alkalmazzuk az f  függvényre az [ ]21 , xx  intervallumon a LAGRANGE tételt. 

Ekkor ] [ba,∈∃ξ , hogy ( ) ( ) ( )( )1212 xxfxfxf −ʹ′=− ξ . 

 (a) ] [ ( ) ( )[ ]00, >ʹ′≥ʹ′⇒∈ xfxfbax , akkor az előző alapján f  [szigorúan] 

monoton növekedő. 

 (b) Az (a) ponthoz hasonlóan. 

 (c) ( ) ( ) ( )120 xfxfxf =⇒=ʹ′ . 
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9.16. DARBOUX TÉTELE: 

Legyen 

 RIRIf →∈  

 ] [( )baDf ,∈  

 bxxa <<< 21  és ( ) ( )21 xfxf ʹ′≠ʹ′  

 ( ) ( )[ ][ ]21 , xfxfC ʹ′ʹ′∈  

ekkor 

 ] [21 , xx∈∃ξ , hogy ( ) Cf =ʹ′ ξ . 

BIZONYÍTÁS: 
 Legyen 

 ( ) ( ) xcxfxF ⋅−=: , ] [bax ,∈ . 

 Megmutatjuk, hogy F -nek az ] [21 , xx -ben van lokális szélsőértéke. Ha a 

szélsőértékhelye ξ , akkor ( ) 0=ʹ′ ξF , vagyis ( ) Cf =ʹ′ ξ . 

 Nyilvánvaló, hogy ] [( )baDF ,∈  és ( ) ( ) cxfxF −ʹ′=ʹ′  miatt 

( ) ( ) ( ) ( )2121 0 xFxFxfcxf ʹ′<<ʹ′⇒ʹ′<<ʹ′ , valamint 

( ) ( ) ( ) ( )2121 0 xFxFxfcxf ʹ′>>ʹ′⇒ʹ′>>ʹ′ . 

 Mivel [ ]21 , xxCF ∈ , ezért F -nek van [ ]21 , xx -ben maximuma és minimuma. 

 Ha ( ) ( )⇒ʹ′>>ʹ′ 21 0 xFxF  1x  -ben F  szigorúan lokálisan nő, 

     2x  -ben F  szigorúan lokálisan fogy. 

 Tehát 1x  és 2x  egyike sem maximumhely, így F  a maximumát egy ] [21 , xx∈ξ -

 ben veszi fel. 

 Az ( ) ( )21 0 xFxF ʹ′<<ʹ′  eset hasonlóan igazolható. 

  

9.17. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIRIf →∈  és fDH ⊂  

 Hx∈∀  esetén [ ]xDf ∈  

akkor 
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 az legyen f  nulladik deriváltja: ( ) ff =0 . 

Ha 

 +∈ NIn  és 

 ( )1−nf  már értelmezve van, 

akkor 

 f  n. deriváltja: ( ) ( )( )'1: −= nn ff . 

9.18. TÉTEL: TAYLOR FORMULA: 

Legyen 

 RII ⊂  intervallum, RIIf →:  

 f  n -szer folytonosan differenciálható I -n. 

 f  1+n -szer folytonosan differenciálható nI −0 . 

 Ixx ∈01 , 0xx ≠ , 

ekkor 

 RI∈∃ξ : 10
0

0 <
−

−
<

xx
xξ  úgy, hogy 

 ( ) ( )( )
( ) ( )
( )

( ) 1
0

1

0
0

0

!1!
+

+

=

−
+

+−=∑ n
n

k
n

k

k

xx
n
fxx

k
xf

xf ξ . 

BIZONYÍTÁS: 
 Legyen 

 RIIR →:  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
!!! "!!! #$

%

tP

n

k

k
k

xt
k
xf

tftRt ∑
=

−−=
0

0
0

!
:  

 ( ) ( ) 1
0: +−= nxttϕ . 

 Differenciálhatóság szempontjából R  olyan, mint f . 

 ( )tP  úgy nevezik, hogy az f  függvény 0x  ponthoz tartozó n -edik rendű Taylor 

polinomja. 

 ( ) ( ) 00 =xR k nk  ..., ,1 ,0=  



 117 

 ( )( ) ( ) ( )tftR
nn 11 +

=+ , mert P -nek n -nél magasabb fokú deriváltjai 0-val egyenlők. 

 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )0

0

xx
xRxR

x
xR

ϕϕϕ −

−
=  

 Cauchy tétele szerint: 10 : 
0

01
1 <

−

−
<∃

xx
xξ

ξ , hogy 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )01

01

1

1

0

0

x
xRRR

xx
xRxR

ϕξϕ
ξ

ξϕ
ξ

ϕϕ −ʹ′

ʹ′−ʹ′
=

ʹ′

ʹ′
=

−

− . 

A fenti eljárást folytatva 1 ..., ,3 ,2 += nk -ik deriváltra: 

( )
( )

( )
( ) ( )
( )

( ) 1
0

1
1

0
0

0

!1!
++

+

=

−
+

=−−∑ nn
n

k
n

k

k

xx
n

f
xx

k
xf

xf
ξ

. 

  

9.19. TÉTEL: (L'HOSPITAL SZABÁLY) 

Legyen 

 ∞<<≤∞− ba  

 ] [( )baDgf ,, ∈  

 ( ) 0≠ʹ′ xg , ha ] [bax ,∈  

 f
a 0
lim
+

∃ , g
a 0
lim
+

∃  és 0limlim
00

==
++
gf

aa
, ( ) ( ) 0== agaf . 

 
g
f

a ʹ′

ʹ′
∃

+0
lim  esetleg tágabb értelemben vett határérték 

ekkor 

 
g
f

a 0
lim
+

∃  és 
g
f

g
f

aa ʹ′

ʹ′
=

++ 00
limlim . 

BIZONYÍTÁS: 
 (1) Legyen a<∞− . 

  Legyen ⇒
ʹ′

ʹ′
=

+ g
fA

a 0
lim: +∈∀ RIε -hoz ] [bax ,0∃ , hogy  

    ] [ ( )
( )

( )ε,:, 0 AB
yg
yfxay ∈

ʹ′

ʹ′
∈∀ . (*) 

  Mivel [ ]0,, xagf ∈⊂  ezért ] [0, xax∈  esetén az [ ]xa,  intervallumban 
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  teljesülnek a CAUCHY tétel feltételei:  

  ] [ ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

ξ
g
f

agxg
afxf

xg
xfxa

ʹ′

ʹ′
=

−

−
=∈∃ :, . 

  Mivel ] [0, xa∈ξ , ezért (*) alapján ] [0, xax∈∀  esetén    

  ( )
( )

( )
( )

( )ε
ξ
ξ ,A

g
f

xg
xf

∈
ʹ′

ʹ′
= , ezért A

g
f

a
=

+0
lim . 

 (2) Legyen −∞=a  (Visszavezetjük az előző esetre.) 

  Legyen  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
y

yfyF 1
0 , ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
y

ygyG 1
0 , minden ] [cy ,0∈   

  esetén, ahol c  olyan, hogy b
c

y <−
1

0 . 

  Az F  és G  értelmezése alapján nyilvánvaló, hogy minden ] [cy ,0∈   

  pontban ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ʹ′⋅=ʹ′
y

yf
y

yF 11
02 , ( ) 011

02 ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ʹ′⋅=ʹ′
y

yg
y

yG . 

  Minthogy 0limlim
0

==
∞−+
fF  és 0limlim

0
==

∞−+
gG  és mivel létezik a   

  
g
f

y
yg

y
yf

G
F

ʹ′

ʹ′
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ʹ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ʹ′

=
ʹ′

ʹ′
∞−∞−+
lim

1

1

limlim

0

0

0
 határérték, ezért az F  és G    

  függvényre a ] [c,0  intervallumban alkalmazva az előbbi eredményt  

  
G
F

G
F

00
limlim
++

=
ʹ′

ʹ′
. Mivel 

g
f

G
F

∞−+
= limlim

0
, ezért a tétel állítása igaz. 

  Bal oldali határértékre hasonló tétel érvényes. 

9.20. TÉTEL: (L'HOSPITAL SZABÁLY) 

 ba <≤∞−  

 ] [( )baDgf ,, ∈  

 ( ) 0≠ʹ′ xg , ha ] [bax ,∈  

 f
a 0
lim
+

∃ , g
a 0
lim
+

∃  és +∞==
++
gf

aa 00
limlim  

 
g
f

a ʹ′

ʹ′
∃

+0
lim  esetleg tágabb értelemben vett határérték, 



 119 

ekkor 

 
g
f

a 0
lim
+

∃  és 
g
f

g
f

aa ʹ′

ʹ′
∃=∃

++ 00
limlim . 

BIZONYÍTÁS:  

 Legyen 
g
fA

a ʹ′

ʹ′
=

+0
lim: . 

 (1) Legyen +∞<A a<∞− . 

  +∈∀ RIε -hoz ] [bax ,0∃ , hogy ] [ ( )
( )

( )ε,:, 0 AB
yg
yfxay ∈

ʹ′

ʹ′
∈∀ . (*) 

  Mivel +∞==
++
gf

aa 00
limlim , ezért 0x  megválasztható úgy, hogy  

  ( ) ( )xgxf << 0 ,0  (ha ] [0, xax∈ ) teljesüljön. 

  Legyen ] [0, xax∈  esetén az [ ]0, xx  intervallumban alkalmazzuk CAUCHY 

   féle középérték tételt: 

  ] [ ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ
ξ

ξ
g
f

xgxg
xfxf

xx
ʹ′

ʹ′
=

−

−
∈∃

0

0
0 :, . 

  A bal oldali kifejezés: 

  
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )
( )xg
xg
xf
xf

xg
xf

xgxg
xfxf

0

0

0

0

1

1

−

−
⋅=

−

−  ] [( )0, xax∈ . 

  Vezessük be a következő jelölést: 

  ( )

( )
( )
( )
( )xf
xf
xg
xg

xT
0

0

1

1
:

−

−
=  ] [0, xax∈ , ekkor   

  ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )1−
ʹ′

ʹ′
+

ʹ′

ʹ′
=⋅

ʹ′

ʹ′
= xT

g
f

g
fxT

g
f

xg
xf

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ . 

  Mivel +∞==
++
gf

aa 00
limlim , ezért 1lim

0
=

+
T

a
. 

  Mivel (*) alapján 
g
f
ʹ′
ʹ′
 az ] [0, xa  intervallumban korlátos, ezért   

  ( )
( )

( )( ) 01lim
0

=−
ʹ′

ʹ′
+

xT
g
f

a ξ
ξ , tehát '

'

00
limlim

g
f

g
f

aa ++
= . 
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 (2) Legyen +∞=A . 

  Mivel 1lim
0

=
+
T

a
, ezért ] [01 , xax ∈∃ , hogy ] [1, xax∈∀  esetén ( )

2
1

>xT . 

  Innen (*) miatt minden ] [1, xax∈  pontban: 

  ( )
( ) ε2

1
>

xg
xf  igaz. 

  Az −∞=A  esetben az állítás hasonlóan igazolható. 

  Ha −∞=a  akkor a 9.19. TÉTEL bizonyításában használt transzformáció  

  segítségével visszavezethető a véges helyen vett határértékre. 

9.21. TÉTEL: 

Legyen 

 RIRIf →∈  

 ,00 fDx ∈  [ ]0xDf ∈  

 +∈∃ RIε , hogy ] [⇒−∈ 00 , xxx ε ( ) 0' <xf  és 

    ] [⇒+∈ ε00 , xxx ( ) 0' >xf   * 

 vagy   ] [⇒−∈ 00 , xxx ε ( ) 0' >xf  és 

    ] [⇒+∈ ε00 , xxx ( ) 0' <xf   ** 

akkor 

 f -nek 0x -ban lokális szélsőértéke van: 

 (*) esetben lokális minimum, 

 (**) esetben lokális maximum. 

BIZONYÍTÁS: 
  

9.22. MEGJEGYZÉS: 

Ha f  monoton, és ( ){ } ∅==ʹ′∈ 00: xfDx f , 

akkor f  szigorúan monoton. 

(Ez enyhébb, mint a 9.15. TÉTEL-beli feltétel.) 
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9.23. TÉTEL: 

Legyen 

 RIRIf →∈  

 0
0 fDx ∈ , [ ]0xDf ∈  

 ( ) ( )( ) 0... 0
1

0 ===ʹ′ − xfxf n  

 ( ) ( )0xf n∃  és ( ) ( ) 00 ≠xf n  

ekkor 

 ha n  páratlan ⇒  ( )0xf  nem szélső érték 

 ha n  páros     ⇒  ( ) ( ) ( )00 0 xfxf n ⇒>  szigorú lokális minimum 

    ( )( ) ( )00 0 xfxf n ⇒<  szigorú lokális minimum. 

BIZONYÍTÁS: 

 Tegyük fel, hogy ( ) ( ) 00 >xf n , ekkor 
( ) ( ) ( ) ( )

0lim
0

0
11

0

>
−

− −−

→ xy
xfyf nn

xy
 és így 

 r≤∃δ , +∈ RIδ  amivel  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00

0

1

0

0
11

0 >
−

=
−

−
⇒<−<

−−−

xy
yf

xy
xfyf

xy
nnn

δ , 

tehát  ( ) ] [ 0, 00
1 <−− xxf n δ  és ( ) ] [ 0, 00

1 >+− δxxf n . 

 Ha ] [δδ +−∈ 00 , xxx , 0xx ≠ , akkor x  és 0x  között létezik RIt∈ , amivel 

 ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( ) =−
−

+−+= −
−−

=
∑ 1

0

1

0

2

1

0
0 !1!

n
k

j
n

j

j

xx
n

tfxx
j
xf

xfxf

 ( )
( ) ( )
( )

( ) 1
0

1

0 !1
−

−

−
−

+= n
n

xx
n

tfxf   (*) 

 Ha n  páratlan, tehát ( ) 01
0 >− −nxx , akkor (*) szerint ( ) ( )0xfxf −  és ( ) ( )tf n 1−  

 előjele megegyezik f⇒ -nek nincs szélsőértéke 0x -ban. 

 Ha n  páros, akkor ( )( )tf n 1− ( ) 1
0

−− nxx  pozitív akkor is, ha 0xx > , tehát 

( ) ( )000 xfxfxx >⇒<−< δ , így f -nek 0x -ban szigorú lokális minimuma van. 

 Az ( ) ( ) 00 <xf n  eset hasonlóan tárgyalható. 
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9.24. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RII ⊂  intervallum 

 RIIf →:  

akkor 

 f  konvex ⇔  2121 ,, xxIxx <∈∀  és 

   [ ] 1 ,1,0, =+∈ qpqp  esetén 

   ( ) ( ) ( )2121 xqfxpfqxpxf +≤+  

 f  szigorúan konvex ⇔   az előző egyenlőtlenségben egyenlőség  

     csak 0=p  vagy 0=q  esetben áll fenn. 

 f  konkáv f−⇔  konvex 

 f  szigorúan konkáv f−⇔  szigorúan konvex. 

Ha 

 IJ ⊂  

akkor 

 f  konvex (szigorúan konvex, konkáv, szigorúan konkáv) 

 J -n Jf⇔  konvex (szigorúan konvex, konkáv szigorúan konkáv). 

9.25. TÉTEL: 

Legyen 

 RII ⊂  intervallum 

 RIIf →:  

Akkor 

 f  konvex ( ) ( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

≤
−
−

⇒
<<

∈
⇔

yz
yfzf

xy
xfyf

zyx
Izyx ,,

. 

BIZONYÍTÁS: 
 ⇒  

 Tegyük fel, hogy f  konvex és Izyx ∈,, , zyx << . 
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Ekkor legyen 
xz
xyq

xz
yzpzxxx

−

−
=

−

−
===   ;   ,:  ,: 21 , ezekkel 

[ ] yqxpxqqqp =+=+∈ 21 ,1 ,1,0, , ha most felírjuk a definíciót, akkor 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
xz

zfzyxfyzyf
−

−+−
≤ , ami ekvivalens a bizonyítandó állítással. 

 ⇐  

 Legyen [ ]baI ,=  vagy ] [ba,  vagy [ [ba,  vagy ] ]ba, . 

Tegyük fel, hogy f -re minden ] [bazyx ,,, ∈  és zyx <<  esetén fennáll, hogy 

( ) ( ) ( ) ( )
yz
yfzf

xy
xfyf

−

−
≤

−

− . 

 Legyen ] [baxx ,, 21 ∈ , 21 xx < , [ ]1,0, ∈qq , 1=+ qp , ekkor 01 =⇒= qp  és 

01 =⇒= pq  esetekben az ( ) ( ) ( )2121   xfqxfpqxpxf +≤+  feltételben az 

egyenlőség teljesül. 

 

 Ha ] [1,0, ∈qp , akkor legyen 1: xx = , 2: xz = , 21: qxpxy += . 

Ekkor zyx <<  és ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )yfzfxyxfyfyz −−≤−− -ból 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zfxyxfyzyfyz −+−≤− , majd 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121122112 xfxxqxfxxpqxpxfxx −+−≤+−  következik, amiből 

 ( ) ( ) ( )2121 xqfxpfqxqxf +≤+ . 

9.26. TÉTEL: 

Legyen 

 I  intervallum 

 RIIf →:  differenciálható 

ekkor 

 (a) konvex f ʹ′⇔  monoton növekedő, 

 (b) f  szigorúan konvex f ʹ′⇔  szigorúan monoton növekedő. 

BIZONYÍTÁS: 
 (a) ⇒  

  Legyen a  és b  az I  két végpontja. 
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 Ha f  konvex I -n és ,, Idc ∈  dc <  tetszőleges, akkor adott +∈ Nn , 

1≠n  esetén legyen 

  ( )
n
cdkcxk

−
+=: . 

  Így dxxxxc n =<<<<= ...210 , tehát az előző tétel szerint  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

12

12

01

01 ...
−

−

−

−
≤≤

−

−
≤

−

−

nn

nn

xx
xfxf

xx
xfxf

xx
xfxf , tehát  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=
−

−
≤≤

−

−
=

−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+

−

−

1

1

01

01 ...
nn

nn

xx
xfxf

xx
xfxf

n
cd

cf
n
cdcf

 

 
( )

n
cd

n
cddfdf

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−−

= . Mivel ( ) ( )
( )

n
cd

cf
n
cdcf

cfcf
−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+

=ʹ′=ʹ′ + lim   

 és ( ) ( )
( )

n
cd

n
cddfdf

dfdf
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+−

=ʹ′=ʹ′ − lim , ezért a fenti  

 egyenlőtlenségből ( ) ( )dfcf ʹ′=ʹ′  következik. 

 (a) ⇒  

  Ha f ʹ′  monoton növekedő I -n és zyxIzyx <<∈  ,,,  tetszőlegesen  

 adottak, akkor LAGRANGE tétele szerint létezik ] [yxc ,∈  és ] [zyd ,∈ , 

amivel 

  ( ) ( ) ( )( )xycfxfyf −ʹ′=−  

  ( ) ( ) ( )( )yzdfyfzf −ʹ′=−  és 

             ( ) ( )dfcf ʹ′≤ʹ′  teljesül, ezért  

  ( ) ( )dfcf ʹ′≤ʹ′  tehát az előző tétel szerint f  konvex I -n. 

 (b) ⇒  

  Ha f  szigorúan konvex I -n és létezne ] [ Idc ⊂, , hogy ( ) RIkxf ∈=ʹ′   

  ] [dc, -n, akkor ( ) 0=−ʹ′ kxf  miatt ( ) RImkxxf ∈=−   

  ( ) ⇒+=⇒ mkxxf  f  nem szigorúan konvex ] [dc, -n, tehát I -n sem. 
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 (b) ⇐  

  Ha f  szigorúan monoton növekedő I -n, és mégis létezne  

  2121  ,, xxIxx <∈  és [ ] 1 ,1,0, =+∈ qpqp , amivel 21: qxpxx +=   

  jelöléssel ( ) ( ) ( ) ( )21   xfqxfpxfqp +=+ , ahol ] [21 , xxx∈ , akkor 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xfxfqxfxfp −=− 21  és 
12

1

12

2  ,
xx
xxq

xx
xxp

−

−
=

−

−
=  miatt 

  ( ) ( ) ( ) ( )
xx
xfxf

xx
xfxf

−

−
=

−

−

2

2

1

1 , LAGRANGE tétele szerint  

  ] [ ] [21 , ,, xxdxxC ∈∈∃ , amivel ( ) ( ) ( )
1

1

xx
xfxfcf

−

−
=ʹ′  és   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dfcf
xx
xfxfdf ʹ′=ʹ′⇒

−

−
=ʹ′

2

2 , ami ellentmond f ʹ′  szigorú   

  monotonitásának. 

9.27. TÉTEL: 

Legyen 

 RII ⊂  intervallum 

 RIIf →:  kétszer differenciálható 

ekkor 

 f  konvex 0≥ʹ′ʹ′⇔ f  

 f  szigorúan konvex⇔  f  konvex és 

     ] [ Idc ⊂∃ ,/ , amire  

     ] [ ( ) 0, =ʹ′ʹ′⇒∈ xfdcx  teljesül. 

BIZONYÍTÁS: 

  

9.28. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RII ⊂  intervallum 



 126 

 RIIf →:  

 Ix∈  

akkor 

 x  inflexiós helye, és ( )( )xfx,  inflexiós pontja az f  függvénynek +∈∃⇔ RIr , 

hogy ] ]xrxf ,−  konvex és [ [xrxf ,− konkáv vagy fordítva. 

9.29. TÉTEL: 

Ha 

 RII ⊂  intervallum 

 RIIf →:  

 Ix∈  

ekkor 

 x  inflexiós helye f -nek x⇔  szélsőértékhelye f ʹ′ -nek. 

BIZONYÍTÁS: 
  

9.30. MEGJEGYZÉS: 

A 9.23. TÉTEL-ben az n  páratlan eset kiegészíthető azzal az állítással, hogy f -nek  

0x -ban inflexiós helye van. 

9.31. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIRIf →∈  és 

 RIRIl →∈ , ( ) baxxlx +=:!  RIba ∈,  úgy, hogy 

 ( ) 0lim =−
∞

lf , vagy ( ) 0lim =−
∞−

lf  

akkor 

 az I  lineáris függvényt az f  asszimptotájának nevezzük. 
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10. HATÁROZATLAN INTEGRÁL 

10.1. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ] [ RIbaf →,:  

 ] [ RIbaF →,:  

 fF ='  

akkor 

 azt mondjuk, hogy F  primitív függvénye f -nek. 

10.2. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [ RIbaf →,:  

 F  primitív függvénye f -nek 

ekkor a 

 ] [ RIbaG →,:  primitív függvénye f -nek ( )⋅+=∈∃⇔ cFGRIc : . 

BIZONYÍTÁS: 

 ⇒ 

 Ha G  primitív függvénye f -nek, akkor fG =' , a feltétel szerint viszont fF ='

, így '' GF = , tehát ( ) ( ) állandóGFGF =−⇒⋅=− 0' . 

 ⇐ 

 Ha ( )⋅+= cFG , akkor fFG == '' , tehát G  primitív függvénye f -nek. 

10.3. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ] [ RIbaf →,:  

akkor legyen 
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 ] [{ }∫ =∈= fFRIFf ba ', :: . (Ezt a halmazt f  határozatlan integráljának 

nevezzük.) 

 ∫
0x

f  azt a primitív függvény jelöli, amely 0x -ban „eltűnik”. Ha ∫∈ fF , akkor  

 ( )∫ −=
0

0:
x

xFFf . 

10.4. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIDRIBRIA ⊂⊂⊂ ,,  

 A ,ARI⊂ B ,ARI⊂ RIcAh D ∈∈ ,  

akkor 

 ⋅c A { ∈∈⋅= fRIfc A :: A } 

 A+ B { ∈∈+= ∩ fRIgf BA :: A ∈g, B } 

 A { ∈∈= fRIhfh D :: !! A } 

10.5. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [ RIbaf →,:  

 ] [ RIbag →,:  

 RIqp ∈,  

 ∫∫ ∅≠∅≠ gf ,  

ekkor 

 ( ) ∅≠⋅+∫ gqpf  és ( )∫ ∫ ∫⋅+=⋅+ gqfpgqpf . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen ∫ ∫∈∈ ,, gGfF  ekkor ( )∫ ∫ ∫ +∈+⇒⋅∈∈ qgpfqGpFgqqGpfpF ,  

 tehát ∫ ∅≠+ qgpf  és ( )∫ ∫∫ +⊂+ qgpfgqfp . 

 Legyen ( )∫ ⋅+=⇒⋅+∈ gqpfHgqpfH ' , de gqpfGqpF ⋅+=⋅+ ''  is igaz, így 
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 ''' GqpFH ⋅+= , tehát ( )∫ ∫ ∫ ⇒+=⋅+∈ gqfpGqpFH ''  

 ⇒ ( )∫ ∫ ∫+⊂+ gqfpqgpf . 

10.6. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [ RIbaf →,:  

 ] [ RIbag →,:  

 gf ,  differenciálható ] [ba, -n és 

 ∅≠gf '  

ekkor 

 ∫ ∅≠⋅ 'gf  és ∫ ∫−= gffgfg '' . 

BIZONYÍTÁS: 
 Ha 

 ∫∈ gfH ' , akkor  

 ( ) '''''''' fggfgffgHgffgHfg =−+=−+=− .  

 Tehát 

 ∫∈− 'fgHfg , így ∫ ∅≠'fg  és ∫ ∫⊂− '' fggffg . 

 Legyen ( )∫ ∫−∈⇒−⋅=−+=⋅=⇒∈ gffgKgfgfgfgffggfKfgK ''''''''' , 

tehát ∫ ∫−⊂⋅ gffggf '' , ezért  

 ∫ ∫−= gffgfg '' .  

10.7. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [ RIbaf →,:     Ha még fg DR ⊂   

 ] [ ] [badcg ,,: →     ϕ  folytonosan diff.ható szig. mon. 

 g  differenciálható ] [dc, -n   akkor 
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 ∫ ∅≠f      ( )( )∫ ∫=⋅ − fgggf 1' !! . 

ekkor 

 ( )( )∫ ∅≠⋅ 'ggf !  és ( )( ) ( )∫ ∫=⋅ gfggf !! ' . 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha ∫∈ fF , akkor F  differenciálható ] [ba, -n, ezért 

( ) ( ) '''' ggfggFgF ⋅=⋅= !!! , tehát ( )( )∫ ⋅∈ '' ggFgF !! , így 

( )∫ ⋅∈ 'ggfgF !!  és ( )∫ ∅≠⋅ 'ggf ! , 

 valamint ( ) ( )( )∫∫ ⋅⊂ 'ggfgf !! . 

 Legyen ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ⇒∈⇒=⋅=⇒⋅∈ ''''' gFKgFggfKggfK !!!!  

 ( ) ⇒∈⇒ ∫ gfK ! ( )( ) ( )∫ ∫⊂⋅ gfggf !! ' , tehát 

 ( ) ( ) gfggf !! ∫∫ =⋅ ' .  
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11. INTEGRÁLSZÁMÍTÁS 

11.1. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ ] RIba ⊂,  

akkor 

 { }bxxxxaxd ni =<<<<== …210::  az [ ]ba,  egy beosztása  

 d  elemeit d  osztáspontjainak nevezzük, 

 az [ ]ii xx ,1− -k ( )ni ,,1 …=  a d  részintervallumai  

 { }nixxd ii ,,1:sup: 1 …=−= −  a d  finomsága. 

11.2. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ ] RIba ⊂,  

 1d  és 2d  beosztása [ ]ba, -nek 

akkor 

 2d  továbbosztása 1d -nek 21

.
dd ⊂⇔  

 21 dd ∪  a 1d  és 2d  beosztások egyesítése. 

Ha 

 ( )nd  az [ ]ba,  beosztásainak sorozata 

akkor 

 ( )nd  normális ( ) 0lim
.

=⇔ nd . 

11.3. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

 { }nxxxd ,,, 10 …=  az [ ]ba,  egy beosztása 

 [ ]( ) [ ]( ) 111 :,,sup:,,inf: −−− −=Δ== iiiiiiiii xxxxxfMxxfm  
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 ( ) ∑
=

Δ=
n

i
ii xmdfs

1
:,    f -hez és d -hez tartozó alsó integrálközelítő 

összeg 

 ( ) ∑
=

Δ=
n

i
ii xMdfS

1
:,   f -hez és d -hez tartozó felső integrálközelítő 

összeg 

 ( ) ( )∑
=

Δ−=
n

i
iii xmMdfo

1
:,  f -hez és d -hez tartozó oszcillációs összeg 

 és [ ]iii xxt ,1−∈ -vel 

 { }( ) ( )∑
=

Δ=
n

i
iii xtftdf

1
,,σ  f -hez, d -hez és { }it -hez tartozó integrálközelítő 

összeg. 

11.4. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,: , korlátos 

 21,, ddd  beosztása [ ]ba, -nek 

ekkor 

 (a) { }it∀  esetén ( ) { }( ) ( )dfStdfdfs i ,,,, ≤≤ σ  

 (b) ( ) ( ) ( ) ( )122121 ,,,,, dfSdfSdfsdfsdd ≤≤⇒⊂  

 (c) ( ) ( )21 ,, dfSdfs ≤ . 

BIZONYÍTÁS: 
 A definíciókból rövid számolás után következik. 

11.5. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ ] RIbaf →,: , korlátos 

akkor az 
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 ( ){ ddfsfI
b

a

:,sup:: ∫ ==  beosztása [ ]ba, -nek }, az f  függvény [ ]ba,  feletti 

alsó DARBOUX integrálja,  

 ( ){ ddfSfI
b

a

:,inf:: ∫ ==  beosztása [ ]ba, -nek }, az f  függvény [ ]ba,  feletti 

felső DARBOUX integrálja. 

11.6. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,: , korlátos 

ekkor 

 RIII ∈,  és II ≤ . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen 1d  az [ ]ba,  egy beosztása, ekkor ( )1, dfs  alsó korlátja az { ( ) ddfS :,  

beosztása [ ]ba, -nek } halmaznak, tehát RII ∈  és ( )1, dfsI ≥ . 

 Itt 1d  tetszőleges beosztása [ ]ba, -nek, ezért I  felső korlátja az { ( ) ddfs :,  

beosztása [ ]ba, -nek } halmaznak, tehát RII ∈  és II ≤ .  

11.7. KÖVETKEZMÉNY: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

 d  az [ ]ba,  egy beosztása 

ekkor 

 ( ) ( )dfSIIdfs ,, ≤≤≤  és 

 ( )dfoII ,0 ≤−≤ . 

BIZONYÍTÁS: 
 Az előző tételből és a definíciókból azonnal következik. 



 134 

11.8. PÉLDA: 

Legyen 

 f  a Dirrchlet függvény [ ]ba, -re való leszűkítése és { }ixd =  az [ ]ba,  egy 

beosztása. 

 Mivel minden intervallumban van racionális és irracionális szám, ezért 

,1,0 == ii Mm  

 ( ) ,,0, abIIabdfs −==⇒−=  tehát a Dirrchlet függvény nem integrálható 

[ ]ba, -n. 

11.9. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

akkor 

 f  Riemann integrálható II =⇔
.

. 

 Ezt a közös értéket ∫
b

a

f -fel vagy ( )dxxf
b

a
∫ -szel jelöljük és az f  függvény [ ]ba,  

feletti Riemann-integráljának nevezzük. 

Ha 

 [ ] [ ]badc ,, ⊂  és [ ]dcf ,
 Reimann-integrálható, 

akkor 

 azt mondjuk, hogy f  Reimann integrálható [ ]dc, -n  

 és ∫
d

c

f  az [ ]dcf ,
 Reimann integrálját jelöli. 

11.10 TÉTEL (DARBOUX): 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

ekkor 
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 +∈∀ RIε -hoz +∈∃ RIδ , hogy [ ]ba,  minden olyan d  beosztására, amelyre 

δ<d  teljesül,  

 ( ) ( ) ∫ <−≤
b

a

fdfS ε,0  és   (1) 

 ( ) ( ) ε<−≤ ∫
b

a

dfsf ,0  is fennáll.  (2) 

BIZONYÍTÁS: 

 (1) Legyen +∈ RIε  

 Az ∫=
b

a

I definíciója miatt létezik olyan { }1,,1,,00 +== rixd i …  

beosztása  

  [ ]ba, -nek, hogy ( )
2

, 0
ε

<− IdfS . 

 Rögzítsük 0d -t és válasszuk az [ ]ba,  { }njyd j ,,0: …==  beosztását 

úgy, hogy  

   ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +=Δ=< 1,,1,
4

inf: ,0 rix
rK

d i …
ε

δ  

   (ahol Kf < ) feltételt teljesítse. 

  ( ) ε<− IdfS ,hogy  Belátjuk,  

  Ha { }mkZddd k ,,0:: 01 …==∪= , akkor a 11.4. miatt  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,,,,,, 100
ε

+−<−+−=− dfSdfSIdfSdfSdfSIdfS . 

  Eszerint elegendő belátni, hogy  

   ( ) ( ) ( )
2

,,0 1
ε

<−≤ dfSdfS . 

 Az f  függvény 10 ,, ddd  beosztás i -edik részintervallumán vett 

szuprémumát iii MMM 1,0 ,,  jelölje! 

  Ekkor a bizonyítandó állítás: 

   
21 1

,1
ε

<Δ−Δ∑ ∑
= =

n

j

m

k
kkjj ZMyM   (*) 
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 Mivel { }ixd ,0inf Δ< , ezért ij xy ,0Δ<Δ , tehát d  egy [ ]jj yy ,1−  

részintervallumában legfeljebb egy ix ,0  osztáspont van. 

 Ezért d -ről 1d -re áttérve [ ]jj yy ,1−  vagy 1d -nek is részintervalluma 

marad, vagy egyetlen ] [jj yy ,1− -be eső ix ,0  osztásponttal bomlik fel két 

1d -beli részintervallummá. És ez legfeljebb r  számú különböző 

[ ]jj yy ,1− -vel fordulhat elő. 

 (Az első esetben (*) bal oldalának mindkét tagjában fellép ugyanaz az 

összeadandó.) Ha csak az azonosan el nem tűnő különbségeket írjuk 

ki, akkor  

   
2211 ,1,1 kkkkjj ZMZMyM Δ−Δ−Δ∑

∗

 

  alakú lesz a bal oldal. Ez azonban 
21 kkj ZZy Δ+Δ=Δ  miatt 

( ) ( ) ≤Δ−+Δ⋅−∑
∗

2211 ,1,1 kkjkkj ZMMZMM  alakra hozható, ahol ∑
∗

 

legfeljebb r  tagú. Mivel KMM kj 2
1,1
<−  és KMM kj 2

2,1
<− , ezért 

( )
2

222
21

ε
<≤Δ=Δ+Δ≤ ∑ ∑

∗ ∗

drKyKZZK jkk . 

  A (2) állítás hasonlóan bizonyítható. 

11.11. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

ekkor 

 [ ]ba,  minden normális ( )kd  beosztássorozata esetén 

 (1) ( )kk
dfs ,lim

∞→
∃   és ( ) Idfs kk

=
∞→

,lim  

 (2) ( )kk
dfS ,lim

∞→
∃   és ( ) IdfS kk

=
∞→

,lim  

  ( )( )1, kdfδ∃   és ( )( )2, kdfδ∃ , hogy 

 (3) ( )1,lim kk
dfδ

∞→
∃  és ( ) Idf kk

=
∞→ 1,limδ  

 (4) ( )2,lim kk
dfδ

∞→
∃  és ( ) Idf kk

=
∞→ 2,limδ . 
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BIZONYÍTÁS: 
 Az (1) és (3) pontbeli állítást bizonyítjuk:: 

(1) Darboux tétele szerint +∈∀ RIε -hoz +∈∃ RIδ , hogy ha d  olyan 

beosztása  

  [ ]ba, -nek, amire 1δ<d , akkor ( ) ε<− Idfs ,  

  Mivel 0lim =
∞→

kk
d , ezért +∈∀ RIδ -hoz +∈∃ NIn0 , hogy  

  δ<⇒>∈ +
ndnnNIn 0, . 

  Ekkor ( ) εδ <−⇒<⇒> Idfsdnk kk ,0 , vagyis ( )kk
dfs ,lim

∞→
∃  és I= . 

(2) Ha { } [ ]( )ikikkkikk xxfmnixd
i ,1,, ,inf:,,,0: −=== … , akkor 

[ ]ikikik xxt ,1,, ,−∈∃ ,  

  amire ( )
ikikik mtf

k
m ≥>+ ,,

1 . 

  Ilyen ikt , -vel képezett ( )1, kdfδ -re: 

  ( ) ( )kk
i

ikik dfsdfx
k

m ,,1
1,, ≥>Δ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +∑ δ  miatt   

  ( ) ( ) ( )kkk dfsdf
k
abdfs ,,, 1 ≥>

−
+ δ  áll fenn, amiből (1) miatt  

  ( ) Idf kk
=

∞→ 1,limδ  következik. 

11.12. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

ekkor 

 f  Riemann integrálható 

[ ] ( ) .,akkor, amire nek,-,beosztása
olyanhahogy ,hozhogy ,

εδδ

δε

<−<

∈∃−∈∀∈∃
⇔

++

Idfdba
dRIRIRII

 

BIZONYÍTÁS: 
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 Darboux tétele szerint minden +∈ RIε -hoz +∈∃ RI1δ , hogy ha [ ]ba,  

intervallum d  beosztására 1δ<d , akkor ( ) ε<− IdfS ,  és ( ) ε<− dfsI ,  is 

fennáll. 

 Ha f  Riemann integrálható, és ∫=
b

a

fI : , akkor 1: δδ =  választással 

( ) εδ <−⇒< Idfsd ,  és ( ) ε<− IdfS ,  (valamint ( ) ( ) ( )dfSdfdfs ,,, ≤≤ δ

) ( ) εδ <−⇒ Idf , . 

 Ha létezik a tétel állításában szereplő I , akkor legyen +∈ RIε  tetszőlegesen 

adott és { }nixd i ,,0:: …==  olyan beosztása [ ]ba, -nek, amire 

21 , δδ << dd  ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <−<−⇒
3

,,
3

, ε
δ

ε IdfdfsI . 

Válasszuk [ ]iii xxt ,1−∈ -t úgy, hogy ( )
( )

( ) ( )
3

,,
3

ε
δ

ε
<−⇒

−
<− dfsdf

ab
mtf ii  

fennálljon, ekkor εδσ <−+−+−≤− IssIII .  

Mivel +∈ RIε  tetszőleges volt, így II = .  

Az II =  hasonlóan bizonyítható, ezért II = , így f  Riemann integrálható 

[ ]ba, -n. 

11.13. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos [ ]ba, -n 

ekkor 

 f  Riemann integrálható 
[ ] ( )

( )( )
.konvergenszatösszegsoro

zelítõintegrálkö,mindentartozó
rozatáhozbeosztássonormálisminden,

k

k

df
dba
δ⇔  

 (Ha minden ( )( )kdf ,δ  konvergens, akkor határértéke ∫
b

a

f .) 

BIZONYÍTÁS: 
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 Ha f  Riemann integrálható [ ]ba, -n, akkor ( ) ( ) ( )kkk dfSdfdfs ,,, ≤≤ δ  és 

( ) ( )kkkk
dfSIIdfs ,lim,lim

∞→∞←
===  miatt ( ) ∫=∞→

b

a
kk

fdf ,limδ . 

 Ha minden ( )kdf ,δ  konvergens és ( )1, kdfδ  I -hez, ( )2, kdfδ  I -hez 

konvergál, akkor legyen 

  ( )
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
párosha,
páratlanha,

:,
2

1

kdf
kdf

df
k

k
k δ

δ
δ . 

 Az így definiált ( )( )kdf ,δ  sorozat is konvergens, ami csak úgy lehetséges, ha 

bármely két részsorozatának határértéke megegyezik. Ezért II = , tehát f  

Riemann integrálható  

 [ ]ba, -n ( )( )kdf ,δ∀⇒  sorozat határértéke ∫=
b

a

f . 

11.14. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 RIH ⊂  
akkor 

 H  nullmértékű 
] [{ }

] [ ( )∑
∞

=

∞

=

++

<−∪⊂

∈∃∈∀

⇔

11

.

és,

amelyre mrendszer,intervallu
:,hoz-

k
kkkkk

kk

abbaH

NIkbaRI

ε

ε

. 

11.15. MEGJEGYZÉS: 

Könnyű belátni, hogy legfeljebb megszámlálhatóan végtelen sok nullmértékű halmaz 

egyesítése szintén nullmértékű. 

Adott [ ] RIbaf →,: , korlátos függvény esetén [ ] [ ]badc ,, ⊂  esetén legyen 

] [( ) ] [( ) ] [( )dcfdcfdc ,inf,sup:,0 −= . 

Ha [ ]bax ,∈  és ( ) [ ]barxB ,, ⊂ , akkor ( )( )rxB ,0  egy ] [∞,0 -en értelmezett monoton 

növekedő nemnegatív függvény, ezért létezik ( ) ( )( )( )rxBx
r

,0lim:0
00+→

=  véges határérték 

és 0≥ . 
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Könnyű belátni, hogy f  folytonos x -ben ( ) 00 =⇔ x . 

(Így az is következik, hogy ha f  folytonos x -ben, akkor minden +∈ RIε -hoz +∈∃ RIr

, hogy ( )( ) ε<rxB ,0 .) 

11.16. TÉTEL (LEBESGUE): 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  korlátos 

ekkor 

 f  Riemann integrálható 
[ ]

[ ] n-,folytonoseltekintve zától
-részhalmaûnullmértékegy,az

ba
baf

⇔ . 

BIZONYÍTÁS: 
 ⇒  

 Legyen f  Riemann integrálható [ ]ba, -n és legyen 0>c  esetén 

[ ] ( ){ }cxbaxxHc >∈= 0,,:: . Mivel f  szakadási helyeinek halmaza 
n

H
n

1
1

∞

=
∪ , ezért 

azt kell belátni, hogy 
n

H
n

1
1

∞

=
∪  nullmértékű, amihez viszont elegendő belátni, hogy 

minden +∈ NIn -ra  
n

H 1  vagy általában +∈ RIc  esetén cH  nullmértékű halmaz.  

 Legyenek +∈ RIc ε,  adottak és { }nixd i ,,0: …==  az [ ]ba,  egy olyan 

beosztása, amire ( )
2

,0 ε⋅
<
cdf  teljesül. Ekkor 

( ) ( ) ( )∑∑
∗∗∗

Δ−+Δ−= iiiiii xmMxmMdf ,0 , ahol  

 ∑
∗

-ba olyan [ ]ii xx ,1−  részintervallumokhoz tartozó összeadandókat sorolunk, 

amelyekre  

 ] [ ] [( ) cxxmMxxH iiiiiic >≥−⇒∅≠∩ −− ,0, 11  teljesül.  

 Ekkor ( ) ( )∑ ∑
∗ ∗

Δ>Δ−>>
⋅

iiii xcxmMdfc ,0
2
ε  miatt ∑

∗

<Δ
2
ε

ix , tehát d  nyílt 

részintervallumaiba eső cH  pontok halmaz 
2
ε -nél kisebb összhosszúságú 
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 intervallumrendszerrel lefedhető. cH  kimaradt pontjai legfeljebb d  

osztáspontjai lehetnek, ezek halmaza szintén lefedhető 
2
ε -nél kisebb 

összhosszúságú intervallumrendszerrel. Így bármilyen +∈ RIε  esetén cH  

lefedhető ε -nál kisebb összhosszúságú intervallumrendszerrel, tehát cH  

nullmértékű. 
 ⇐  

 Ha f  egy [ ]baH ,⊂  nullmértékű halmaz pontjaitól eltekintve folytonos [ ]ba, -n 

és Kf <  [ ]ba, -n, akkor adott +∈ RIε  esetén H -t fedjük le olyan I  

intervallumrendszerrel, aminek összhossza
K4
ε

< , és aminek tagjai [ ]ba,  

részintervallumai. 

 Ha [ ] Hbax \,∈ , akkor x -et fedjük le olyan ( ) ( ) ( )] [ [ ]baxrxxrxxj ,,: ∩+−=  

intervallummal, hogy ( )( )
( )ab

xj
−

<
2

0 ε  teljesüljön. 

 Mivel ( ){ }xjI ∪  nyílt lefedése [ ]ba, -nek és [ ]ba,  kompakt, ezért ( ){ }xjI ∪  egy 

véges részrendszere is lefedi [ ]ba, -t. 

 Egy ilyen véges lefedés részintervallumai végpontjai meghatározzák [ ]ba,  egy 

{ }ixd =  beosztását. Ekkor ( ) ( ) ( )∑∑
∗∗∗

Δ−+Δ−= iiiiii xmMxmMdf ,0 , ahol ∑
∗

-

ba ( )df ,0  olyan összeadandóit soroljuk, amelyekhez tartozó [ ]ii xx ,1−  

részintervallumok I  valamelyik  tagjának részei, így ∑
∗∗

-ba már csak olyan 

összeadandók tartoznak, amelyekhez tartozó [ ]ii xx ,1−  intervallumok mindegyike 

egy-egy ( )xj  részintervalluma  ( )∑ ∑
∗ ∗

<⋅<Δ<Δ−⇒
24

22 εε
K

KxKxmM kkkk ; 

 ( )∑
∗∗

<Δ− kkk xmM  

( ) ( )
( )∑

∗∗

=−⋅
−

≤Δ
−

<
222
εεε ab

ab
x

ab k , így ( ) ε<df ,0 . Mivel ( )dfII ,00 ≤−≤  és 

+∈ RIε  tetszőleges volt, ezért II = , tehát f  integrálható [ ]ba, -n. 
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11.17. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ]( )baCf ,∈  

ekkor 

 f  Riemann integrálható [ ]ba, -n. 

BIZONYÍTÁS: 
 11.16-ból következik. 

11.18. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  monoton 

ekkor 

 f  Riemann integrálható [ ]ba, -n. 

BIZONYÍTÁS: 
 Mivel monoton függvény szakadási helyeinek halmaza megszámlálható, így 

nullmértékű, ezért 11.16-ból következik. 

11.19. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbaff n →,:,,1 …  integrálható [ ]ba, -n 

 [ ]( ) [ ]( ) n
n RIbafxxbafX ⊂= ,,: 1 …  

 RIXg →:  folytonos X -en 

ekkor az 

 [ ] ( ) ( ) ( )( )xfxfgxFxRIbaF n,,:,,: 1 …! =→  integrálható [ ]ba, -n. 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha if  szakadási helyeinek halmaz iH , akkor iH  nullmértékű, ezért 

nHHH ∪∪= …1:  is nullmértékű. Így F  szakadási helyeinek halmaza ( )H⊂  

is nullmértékű, tehát F  integrálható [ ]ba, -n. 
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11.20. KÖVETKEZMÉNY: 

(1) Ha f  integrálható [ ]ba, -n, akkor f  is integrálható [ ]ba, -n. 

(2) Ha 21, ff  integrálható [ ]ba, -n, akkor 21121 ,, fffcff ⋅⋅+  is integrálható [ ]ba, -

n. 

(3) Ha f  integrálható [ ]ba, -n, és +∈∃ RIm , hogy [ ] ( ) mxfbax ≥⇒∈ , , akkor 

f1  integrálható [ ]ba, -n. 

BIZONYÍTÁS: 

 (1) ( ) ttg =:  

 (2) ( ) ( ) ( ) 21212121 ,,,:, ttttgtctgttttg ⋅=⋅=+=  

 (3) ( )
t

tg 1:=  

11.21. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbagf →,:,  Riemann integrálhatóak [ ]ba, -n 

 RIqp ∈,  

ekkor 

 ( )∫ ∫ ∫⋅+=⋅+
b

a

b

a

b

a

gqfpgqpf . 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha ( )nd  normális beosztássorozata [ ]ba, -nek, akkor minden ( )ndgqpf ,⋅+δ -

re: 

 ( ) ( ) ( )nnn dgqdfpdgqpf ,,, δδδ ⋅+=⋅+  érvényes. Mivel f  és g  Riemann 

integrálhatóak, ezért ( ) ∫=∞→

b

a
nn

fdf ,limδ , ( ) ∫=∞→

b

a
nn

gdg,limδ . 

11.22. TÉTEL: 

Legyen 
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 [ ] RIbaf →,:  integrálható [ ]ba, -n 

 [ ] [ ]badc ,, ⊂  

ekkor 

 f  integrálható [ ]dc, -n. 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel nullmértékű halmaz minden részhalmaza nullmértékű és f  [ ]ba, -beli 

szakadási helyeinek halmaza nullmértékű, ezért f  [ ]dc, -beli szakadási 

helyeinek halmaz is nullmértékű, amiből LEBESGUE tétele alapján következik 

az állítás. 

11.23. TÉTEL: 

Legyen 

 ] [bac ,∈  és [ ] RIbaf →,:  integrálható [ ]ca, -n és [ ]bc, -n, 

ekkor 

 f  integrálható [ ]ba, -n és ∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

fff . 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha f  [ ]ca, -beli és [ ]bc, -beli szakadási helyeinek halmaz H  illetve K , akkor 

f   

 [ ]ba, -beli szakadási helyeinek halmaza KH ∪ . Mivel H  és K  nullmértékű, 

így KH ∪  is az, és így ∫
b

a

f  létezik. 

 Egyenlőség: 

 Legyen ( )nd ,1  és ( )nd ,2  az [ ]ca,  illetve [ ]bc,  egy-egy normális 

beosztássorozata és ( ) ( ) ( )nnn ddd ,2,1 ∪= , akkor ( )nd  normális 

beosztássorozata [ ]ba, -nek. 

 A ( )nidf ,,δ  ( )2,1=i  integrálközelítő összegek összege egy nd -hez tartozó 

integrálközelítő összeg: 
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 ( ) ( ) ( )nnn dfdfdf ,2,1 ,,:, δδδ += , amire ( ) ∫=∞→

b

a
nn

fdf ,limδ  teljesül. 

 Mivel ( ) ∫=∞→

c

a
nn

fdf ,1,limδ  és ( ) ∫=∞→

b

c
nn

fdf ,2,limδ , ezért igaz az állítás. 

11.24. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbagf →,:, , ( ) ( )xgxf ≤ , gf ,  integrálható 

ekkor 

 ∫ ∫≤
b

a

b

a

gf . 

BIZONYÍTÁS: 

 Az [ ]ba,  tetszőleges ( )kd  normális beosztássorozatához 

{ }( )nixd ikk ,,1,0:, …==  és ] [ikikik xxt ,1,, ,−∈  pontokhoz tartozó integrálközelítő 

összegekre ( ) ( )ikik tgtf ,, ≤  miatt ( ) ( )kk dgdf ,, δδ ≤  teljesül, ahonnan 

határátmenettel következik az állítás. 

11.25. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbagf →,:,  két [ ]ba, -n integrálható függvény 

ekkor 

 ∫∫ ≤
b

a

b

a

ff . 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel [ ]ba, -n ff ≤  és ff ≤− , ezért ∫ ∫≤
b

a

b

a

ff  és ∫ ∫≤−
b

a

b

a

ff , ahonnan 

következik az állítás. 
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11.26. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbagf →,:,  integrálható és 

 ( ) Mxfm ≤≤  

 ( )xg≤0  

ekkor 

 ∫∫ ∫ ≤≤
b

a

b

a

b

a

gMgfgm . 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel Mgmgfg ,,  integrálható [ ]ba, -n, ezért ( ) ( ) ( ) ( )xgMxgxfxgm ⋅≤⋅≤⋅ -ből 

következik. 

11.27. KÖVETKEZMÉNY: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  integrálható [ ]ba, -n és 

 ( ) Mxfm ≤≤  

ekkor 

 ∫ ≤
−

≤
b

a

Mf
ab

m 1 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen az előző tételben ( ) 1:=xg . 

11.28. KÖVETKEZMÉNY: 

Legyen 

 [ ] RIbaf →,:  folytonos [ ]ba, -n 

ekkor 

 [ ]bac ,∈∃ , hogy 
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 ( ) ∫−
=

b

a

f
ab

cf 1 . 

BIZONYÍTÁS: 

 Lebesgue tétele szerint f  integrálható [ ]ba, -n. 

 Ha [ ]( )bafm ,inf:=  és [ ]( )bafM ,sup:= , akkor m  és M  függvényértékek, 

ezért Bolzano tétele szerint ∫−

b

a

f
ab
1  is függvényérték. 

11.29. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 létezik ( ) RIaf ∈ , akkor 0:=∫
a

a

f . 

Ha 

 létezik ∫
b

a

f , akkor ∫ ∫=
a

b

b

a

f: . 

11.30. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 létezik ∫
b

a

f , 

akkor az  

 [ ] RIbaF →,: , ( ) ∫=
x

a

fxFx :!  függvény neve f  integrálja, mint a felső határ 

függvénye. 

11.31. TÉTEL: 

Ha 

 f  integrálható [ ]ba, -n 

akkor 
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 f  integrálja, mint a felső határ függvénye folytonos [ ]ba, -n. 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha [ ]ba, -n 

 ( ) Kxf ≤  és ( ) ( )∫=
x

a

dttfxF : , [ ]bayx ,, ∈ , akkor 

( ) ( ) ( )∫∫ <−≤−≤=−
y

x

y

x

yxKfxyfyFxF εsgn , ha 
K

yx ε
<− , ahonnan 

következik az állítás. 

11.32. TÉTEL: 

Legyen 

 f  folytonos az [ ]bax ,∈ -ben 

 f  integrálható [ ]ba, -n 

 ( ) ∫=
t

a

ftF :  

ekkor 

 F  differenciálható x -ben és ( ) ( )xfxF =' . 

BIZONYÍTÁS: 

 Minden +∈ RIε -hoz +∈∃ RIδ , hogy δ<− xt , [ ] ( ) ( ) ε<−⇒∈ xftfbat , . 

 Ha tehát [ ]bahx ,∈+  és δ<h , akkor ( ) ( ) ( )∫ −=
a

p

xfpqdtxf  miatt 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ≤−≤−=−
−+

∫∫
++ hx

x

hx

x

dtxftfh
h

dtxftf
h

xf
h

xFhxF sgn11  

 εε =≤ ∫
+hx

x

dt
h
1 . 

 Tehát létezik ( ) ( )
h

xFhxF
h

−+
→0
lim  és ( )xf= . 
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11.33. TÉTEL (NEWTON – LEIBNIZ): 

Legyen 

 [ ] RIbaFf →,:,  

 f  integrálható 

 F  folytonos 

 ( ) ( )xfxF ='     ha ] [bax ,∈  

ekkor 

 ( ) ( )∫ −=
b

a

aFbFf . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen ( )kd  az [ ]ba,  normális beosztássorozata: { }nixd ikk ,,0:: , …== , ekkor 

a Lagrange-féle középértéktétel szerint létezik ] [ikikik xxt ,1,, ,−∈ , amivel 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−⇒Δ=Δ=− − aFbFxtfxtFxFxF ikikikikikik ,,,,
'

1,,  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

− =Δ=−=
k kn

i

n

i
kikikikik dfxtfxFxF

1 1
,,1,, ,δ . 

 Mivel ( ) ∫=∞→

b

a
kk

fdf ,limδ , ezért igaz az állítás. 

11.34. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] RIbagf →,:,  

 '' , gf  folytonos [ ]ba, -n 

ekkor 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫ −−=
b

a

b

a

gfagafbgbffg '' . 

BIZONYÍTÁS: 

 Ha ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −++=
t

a

t

a

tgtfagafgffgtF '':  [ ]( )bat ,∈ , 
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 akkor 11.32. szerint létezik [ ]ba, -n ( )tF '  és 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) RIktFtgtftgtftgtftF ∈=⇒=⋅−+= 0'''' , mivel 

( ) ( ) 000 =⇒=⇒= bFkaF , amiből következik az állítás. 

11.35. TÉTEL: 

Legyen 

 [ ] [ ]dcbag ,,: →  

 g  folytonos [ ]ba, -n 

 [ ] RIdcf →,:  

 f  folytonos [ ]dc, -n 

ekkor 

 ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

∫ ∫=⋅
b

a

bg

ag

dxxfdxxgxgf ' . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen ( ) ( )
( )
∫=
u

ag

dxxfuH : , ekkor H  differenciálható [ ]dc, -n és ( ) ( )ufuH =' . 

 Ezért, ha 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

∫ ∫−⋅=
t

a

tg

ag

dxxfdxxgxgftG ':   [ ]bat ,∈ , akkor 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) GtgtgHtgtgftG ⇒=⋅−= 0''''  konstans [ ]ba, -n.  

 De mivel ( ) 0=aG , ezért ( ) 0=bG , amiből következik az állítás. 

11.36. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 [ [ RIafRIa →∞∈ ,:,  és 

 minden ] [∞∈ ,ab  esetén f  Riemann integrálható [ ]ba, -n 

 [ [ ( ) ( )∫=→∞+
x

a

dxxfxFxRIaF :,,: !  

akkor 
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(1) Ha az F  függvénynek ∞+ -ben létezik határértéke, akkor ezt a számot 

f  improprius integráljának nevezzük ] [∞,a -en. 

  Ha FA
∞

= lim:  úgy az 

    ( )∫ ∫
∞ ∞

==
a a

Adxxff ::  

 jelöléseket használjuk és azt is mondjuk, hogy az improprius integrál 

konvergens. 

(2) Ha F -nek nem létezik határértéke, akkor azt mondjuk, hogy az ∫
∞

a

f  

improprius integrál divergens. Ha az F  függvény határértéke ∞ -ben 

∞+ , illetve ∞− , akkor ezt  

( )∫ ∫
∞ ∞

+∞==
a a

dxxff , illetve ( )∫ ∫
∞ ∞

−∞==
a a

dxxff :  módon jelöljük. 

11.37. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ] ] RIcafRIca →∈ ,:,,  és 

 minden ] [cab ,∈  esetén f  Riemann integrálható [ ]cb, -n, és 

] ] ( ) ( )∫=→
c

x

dxxfxFxRIcaF :,,: !  

akkor 

 (1) Ha az F  függvénynek a -ban létezik a jobboldali határértéke, akkor ezt 

a számot az f  függvény [ ]ca,  feletti improprius integráljának nevezzük. 

  Ha FA
a 0
lim:
+

=  úgy az 

    ( )∫ ∫ ==
c

a

c

a

Adxxff ::  

 jelöléseket használjuk, és azt mondjuk, hogy az improprius integrál 

konvergens. 
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 (2) Ha F -nek nincs a -ban jobboldali határértéke, akkor azt mondjuk, hogy 

az ∫
c

a

f  improprius integrál divergens. 

 Ha az F  függvény a -beli jobboldali határértéke ∞+ , illetve ∞− , akkor azt 

 ( )∫ ∫ +∞==
c

a

c

a

dxxff , illetve ( )∫ ∫ −∞==
c

a

c

a

dxxff  módon jelöljük. 

11.38. MEGJEGYZÉS: 

Hasonló definíciók adhatók a ∫
∞−

a

f , ∫
∞

∞−

f , illetve [ [ RIbaf →,:  esetén ∫
b

a

f -re is. 

11.39. MEGJEGYZÉS: 

Ha [ ] RIcaf →,:  integrálható [ ]ca, -n és ∫=
c

a

fI : , akkor a 11.31. Tétel szerint az 

( ) ( )∫=
c

x

dxxfxFx :! -nek létezik a -ban határértéke, és az I . Ezért az improprius 

integrál a Riemann integrál általánosítása. 

11.40. TÉTEL: 

Legyen 

 [ [ RIaf →∞,:  integrálható minden [ ]ba, -n 

ekkor 

 f  improprius integrálja [ [∞,a -en konvergens 
ε

ε

<⇒>

∈∃∈∀

⇔
∫

+

q

p

fKqp

RIKRI

,

,hoz-
. 

BIZONYÍTÁS: 
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 Ha [ [ RIaF →∞,: , ( ) ( )∫=
x

a

dxxfxFx :! , akkor a függvények ∞ -beli 

határértékénél tanultak szerint, akkor és csak akkor létezik ( )RIF ∈
∞
lim , ha 

+∈∀ RIε -hoz RIK ∈∃ , hogy ( ) ( ) ε<=−⇒> ∫
q

p

fpFqFKqp, . 

11.41. TÉTEL: 

Legyen 

 ] ] RIcaf →,:  integrálható minden [ ]cb, -n  ( )cba <<  

ekkor 

 f  improprius integrálja [ ]ca, -n konvergens 
εδ

δε

<⇒+<<

∈∃∈∀

⇔
∫

++

q

p

aqpa

RIRI

,

,hoz-
. 

BIZONYÍTÁS: 
 Az előző tétel bizonyításában követett gondolatmenettel adódik a bizonyítandó 

állítás. 
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12. HATVÁNYSOROK 

12.1. MEGJEGYZÉS: 

A 6. fejezet definíciói és tételei általánosíthatók komplex tagú sorokra is. 

A továbbiakban jelöli KI  az RI  a CC  halmazt. 

Így például a 6.1. DEFINÍCIÓ a következőképpen általánosítható: 

Legyen 

 
++

→∑ NINI KIKI , ( )∑ ∑
+∈=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

NIn

n

i
ixx

1
: . 

12.2. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 KINIa →: , KIx  0 ∈ , KIx∈ , 

akkor a 

 ( )( )∑ −⋅
0

0
n

n xxa  

sort hatványsornak nevezzük. A ia  ( )...,1,0=i  számokat a hatványsor együtthatóinak, 

az KIx ∈0  számot a hatványsor konvergencia-középpontjának nevezzük. 

12.3. MEGJEGYZÉS: 

Minden hatványsor minden KIx∈  számhoz egy numerikus sort rendel. Ha ez a 

numerikus sor konvergens, akkor azt mondjuk, hogy x  a hatványsor 

konvergenciapontja, vagy hogy a hatványsor 

x -ben konvergens. 

12.4. DEFINÍCIÓ: 

Ha 
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 KINIa →:  

akkor a 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=∞+

+∞=

=

különben
lim
1

0limha,

limha,0

:

n
n

n
n

n
n

a

a
a

ρ  

 kiterjesztett valós számok a ( )( )∑ −
0

0
n

n xxa  hatványsor konvergencia-

sugarának nevezzük. 

12.5. TÉTEL: CAUCHY-HADAMARD: 

Legyen 

 akkor a ρ  a ( )( )∑ −
0

0
n

n xxa  hatványsor konvergencia-sugara 

ekkor 

 a fenti hatványsor a ( )ρ,0xB  halmaz pontjaiban abszolút konvergens, 

ρ>− 0xx  esetben  pedig divergens. 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen ( )ρ,0xBx∈ . 

 Alkalmazzuk a Cauchy-féle gyökkritériumot a szóban forgó sorra: 

 ( ) ,1lim lim 0
00 <

−
=−=−

ρ

xx
axxxxa n
n

n n
n  

 ezért a ∑ −
0

0
n

n xxa  konvergens. Ezzel az első részt igazoltuk. 

 Ha ρ>− 0xx , akkor ismét a gyökkritériumot alkalmazva, azt kapjuk, hogy

 1 lim 0
0 <

−
=−

ρ

xx
xxan n

n , így a sor divergens. 

 (A ( )ρ,0xB halmazt a hatványsor konvergencia-tartományának nevezzük.) 
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12.6. TÉTEL: 

Legyen 

 ( )( )∑ −
0

0
n

n xxa  hatványsor, 

 ρ  a konvergencia-sugara, 

 ] [ρ,0∈r , 

ekkor a 

 ∑ ⋅
0

n
n ra  sor konvergens. 

BIZONYÍTÁS: 

  

12.7. TÉTEL: 

Legyen 

 ( )( )∑ −
0

0
n

n xxa  hatványsor, 

 ρ  a konvergencia-sugara, 

 KIx ∈1 -ban a hatványsor konvergens, 

ekkor 

 ρ≤− 10 xx . 

BIZONYÍTÁS: 

  

12.8. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 ( )( )∑ −
0

0
n

n xxa  hatványsor, 

 0>ρ  konvergencia-sugár, 

akkor a 
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 ( ) KIxBf →ρ,: 0 , 

 ( ) ( )n
n

n xxaxfx 0
0

: −=∑
∞

=

!  

 módon értelmezett függvényt a szóban forgó hatványsor összegfüggvényének 

 nevezzük. 

12.9. MEGJEGYZÉS: 

A pozitív konvergencia-sugárral rendelkező hatványsorok összegfüggvényeit 

analitikus függvényeknek szokás nevezni. 

12.10. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 KINIba →:, , 

akkor az 

 
NInnki

kibaba
∈=+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∗ ∑:  

 sorozatot az a  és b  sorozatok konvolúciójának nevezzük. 

12.11. DEFINÍCIÓ: 

Ha 

 KINIba →:, , 

akkor a 

 ∑
0
a  és ∑

0
b  sorok Cauchy szorzatán a ∑ ∗

0
ba  sort értjük. 

12.12. TÉTEL: 

Legyen 

 ∑
0
a  , ∑

0
b  két abszolút konvergens sor, 
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ekkor 

 ∑ ∗
0

ba  is abszolút konvergens és 

 ( )( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∗ ∑∑ ∑∑∑

∞∞ ∞

=+

∞

00 00
nn

nki
ki babanba . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen bac ∗=: , ∑
∞

=

=
0

:
i

iaA , ∑
∞

=

=
0

:
k

kbB . 

 A c  sorozat értelmezéséből következik, hogy 

 n

nki
nki

ki

n

i

n

k

n

l
lki rbacba :

,
0 0 0

=≤−⋅ ∑∑ ∑ ∑
≤
>+= = =

 ( )NIn∈  

  Ø  Ô  × 

 

 

 

 

 

 

 

Mivel az utolsó összegben nki >+ , ezért i  és k  közül legalább az egyik 

 nagyobb 2
n -nél. Ezért NIn∈∀  esetén: 

 ∑∑∑∑∑∑
≤<≤<≤<==≤<

⋅+⋅≤+≤
nk
k

ni
i

nk
k

n

i
i

n

k
k

ni
in

nnnn

bABababar
2222

00

. 

 A sorokra vonatkozó Cauchy kritérium alapján B  és A  szorzója egy 

nullsorozat  

 n -edik tagja így ( )nr  nullsorozat. Ezért 

 n

n

k
k

n

i
i

n

l
l

n

k
nk

n

i
i rbacrba +⋅≤≤−⋅ ∑∑∑∑∑

===== 00000
. 

 Ezekből a közrefogási elv alapján következik, hogy 
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 ∑ ∑ ∑
∞

⋅=
0 0 0

n n

nnn bac . 

 Még igazolni kell, hogy ∑
0
c  abszolút konvergens. 

Legyen ba ∗=:γ . Alkalmazzuk az előbbi eredményt a ∑
0
a  és ∑

0
b  

 sorokra. Eszerint ∑
0
γ  konvergens. Mivel n

nki
kin bac γ=⋅≤ ∑

=+

, ezért  ∑
0
c  

konvergens, tehát ∑
0
c  abszolút konvergens. ¨ 

12.13 . TÉTEL: 

Legyen 

 ( )∑ −
0

0
n

n xxa  és ( )∑ −
0

0
n

n xxb hatványsorok konvergencia-sugarai, 

 +∈ RI1ρ  és +∈ RI2ρ , 

 f  és g  rendre az összegfüggvényeik, 

ekkor  

 ( ) ( )2010 ,, ρρ xBxBx ∩∈  esetén 

 ( )( ) ( )( )n
n

nn xxbaxgf 0
0

−+=+ ∑
∞

=

 és 

 ( )( ) ( )( )n
n

nnn xxbababaxfg 0
0

0110 ... −+++=∑
∞

=
− . 

BIZONYÍTÁS: 

 Mivel  

( ) ( )2010 ,, ρρ xBxBx ∩∈  esetén mindkét hatványsor abszolút konvergens, ezért 

a két sor összege és szorzata konvergens és összege ( ) ( )xgxf + -szel, 

szorzata pedig ( ) ( )xgxf ⋅ -szel egyenlő. 
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12.14. TÉTEL: 

A következő hatványsorok mindegyike minden CCx∈  (és így minden RIx∈ ) szám 

esetén konvergens: 

 (1) ∑
0 !n
xn  

 (2) ( )
( )∑ −

0

2

!2
1

n
x n

n  

 (3) ( )
( )∑ +

−
+

0

12

!12
1

n
x n

n  

 (4) 
( )∑

0

2

!2n
x n

 

 (5) 
( )∑ +

+

0

12

!12n
x n

. 

12.15 . DEFINÍCIÓ: 

exp: CCCC → , !x ( ) ∑=
0 !

:exp
n
xx
n

 

cos: CCCC → , !x ( ) ( )
( )∑ −=

0

2

!2
1:cos

n
xx
n

n  

sin: CCCC → , !x ( ) ( )
( )∑ +

−=
+

0

12

!12
1:sin

n
xx
n

n  

ch: CCCC → , !x ( )
( )∑=

0

2

!2
:ch

n
xx
n

 

sh: CCCC → , !x ( )
( )∑ +

=
+

0

12

!12
:sh

n
xx
n

. 

A szóban forgó függvények RI -re való leszűkítéseit is ugyanígy jelöljük. Ekkor 

természetesen a függvényértékek is RI -beliek. 

12.16. TÉTEL: 

Legyen 
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 CCZ ∈ , 

ekkor 

 (1) ( )izziz expsincos =+  

 (2) 
2

cos
iziz eez

−+
=  

 (3) 
i
eez
iziz

2
sin

−−
=  

 (4) ( ) ziz cosch =  

 (5) ( ) ziiz sinsh = . 

BIZONYÍTÁS: 

 Gyakorlat 

12.17. TÉTEL: 

Legyen 

 CCZZ ∈21, , 

ekkor 

 (1) ( ) 2121 expexpexp zzzz ⋅=+  

 (2) ( ) 212121 sinsincoscoscos zzzzzz ⋅−⋅=+  

 (3) ( ) 212121 sincossinsinsin zzzzzz ⋅+⋅=+  

 (4) ( ) 212121 shshchchch zzzzzz ⋅+⋅=+  

 (5) ( ) 212121 chchchshsh zzzzzz ⋅+⋅=+ . 

BIZONYÍTÁS: 

 (1) 
( )

=⋅
−

=⋅=⋅ −
∞

= =

∞

= =+
∑ ∑∑ ∑ knk

n

n

k

l

n nlk

k

zz
knk

n
nl

z
k
zzz 21

0 0

2

0

1
21 !!

!
!
1

!!
expexp  

  ( ) ( )2121
0

exp
!
1 zzzz
n

n

n
+=+=∑

∞

=

. 

 (2), (3), (4), (5) Gyakorlat. 

  Legyen ( ) ( ) ( )ξξξ expexp ⋅−+= wzf , 

  ff ⇒=ʹ′ 0  konstans, 
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  ezért ( ) ( )ωff =0 , ami bizonyítandó. 

12.18 . TÉTEL: 

Legyen 

 CCZ ∈ , 

ekkor 

 (1) ( )
( )z

z
exp
1exp =−  

 (2) ( ) zz coscos =−  

 (3) ( ) zz sinsin −=−  

 (4) ( ) zz chch =−  

 (5) ( ) ( )zz shsh −=−  ch 

 (6) ( ) ( ) 1sincos 22 =+ zz  

 (7) ( ) ( ) 1shch 22 =− zz  

BIZONYÍTÁS: 

 Gyakorlat 

12.19 . TÉTEL: 

Legyen 

 RIyx ∈, , 

ekkor 

 ( ) ( )yiyxiyx sincosexpexp +=+ . 

BIZONYÍTÁS: 

 Legyen iyxz += , ekkor 

 ( ) ( ) ( ) ( )yiyxiyxiyxz sincosexpexpexpexpexp +=⋅=+= .  
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13. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 

13.1 ALAPDEFINÍCIÓK 

13.1.1 DEFINÍCIÓ 

Legyen 
2+⊂ nRID  tartomány 

,:, RIDGF →    0, CGF ∈  

****** :, ii xxDxx =∈∃   ( )1,,2,1 += ni …  ( )( ) ( )( )*** xGFxGF −≠−  

és jelölje 

(1) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )xyxyxyxGxyxyxyxF nn ,,,,,,,, '' …… =  azt a problémát, hogy 

keresendő az összes olyan 

RIRII →⊂ϕϕ : ,  nC∈ϕ , ahol ϕI  nyílt intervallum, hogy 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )xxxxGxxxxFI nn ϕϕϕϕϕϕϕ ,,,,,,,,: '' …… =∈∀×  

(Különböző intervallumok lehetnek ϕ -től függően) 

akkor 

az (1) problémát közönséges n -edrendű differenciálegyenletnek, az előbbi 

tulajdonságú ϕ  függvényt pedig az (1) differenciálegyenlet megoldásának 

nevezzük. 

13.1.2 DEFINÍCIÓ: 

Az 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )xyxyxyxfxy nn 1' ,,,, −= …   

alakú differenciálegyenleteket explicitnek, a nem explicit differenciálegyenletekét 

implicitnek nevezik. 
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13.1.3 DEFINÍCIÓ: 

Legyen 

RIi ∈ηξ ,   ( )1,,2,1,0 −= ni …  

és jelölje 

(1) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )xyxyxyxGxyxyxyxF nn ,,,,,,,, '' …… =  

(2) ( )( ) i
iy ηξ =   ( )1,,2,1,0 −= ni …  

azt a problémát, hogy keresendő az (1) differenciálegyenlet összes olyan ϕ  

megoldása, amelyben 
( )( ) i
i ηξϕ =  ( )1,,2,1,0 −= ni …  teljesül. 

Akkor az (1) – (2) problémát az (1) differenciálegyenletre vonatkozó Cauchy 

feladatnak, az előbbi tulajdonságú ϕ  függvényeket az (1) – (2) Cauchy feladat 

megoldásainak nevezzük. 

13.1.4 DEFINÍCIÓ: 

Az (1) – (2) Cauchly feladat Φ  megoldását az (1) – (2) Cauchy feladat teljes 

megoldásának nevezzük, ha az (1) – (2) Cauchy feladat minden megoldására 
 Φ⊂ϕ  

teljesül. 

13.2 NÉHÁNY ELEMI MÓDON MEGOLDHATÓ DIFFERENCIÁLEGYENLET 

(A) SZÉTVÁLASZTHATÓ VÁLTOZÓJÚ DIFFERENCIÁLEGYENLET 

DEFINÍCIÓ: 

Legyen 

RIJI ⊂,  nyílt intervallum 

RIIf →: ,  0Cf ∈  

RIJg →: ,  0Cg∈  

akkor az 
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(1) ( ) ( ) ( )( )xygxfxy ⋅='  differenciálegyenletet szétválasztható változójú 

differenciálegyenletnek nevezzük. 

TÉTEL: 

Legyen 

I∈ξ ,  J∈η  

( ) 0≠yg   ( )Jy∈  

( ) ( )dttfxF x∫=
ξ

   Ix∈  

( )
( )
dt

tg
yG y 1
∫=
η

   Jy∈  

] ] ( )( ){ }JGFxx 1,:inf −⊂= ξα  

[ [ ( )( ){ }JGFxx 1,:sup −⊂= ξβ  

akkor az 

( ) ( )( )xFGx 1−=Φ    ] [( )βα ,∈x  

teljes megoldása az 

( ) ( ) ( )( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=

=

ηξy
xygxfxy

)2(
)1( '

 Cauchy feladatnak 

BIZONYÍTÁS: 

1. A FELTÉTEL SZÜKSÉGES 

Tegyük fel, hogy ] [ RIba →,:ϕ  megoldása (1) – (2)-nek! 

akkor  

( ) ( ) ( )( )xgxfx ϕϕ ='   ] [bax ,∈  

( ) ηξϕ =  

( )
( )( )

( )xf
xg
x

=
ϕ
ϕ '

 

( )
( )( )

( )

( )
!"!#$
xF

xx dttfdt
tg
t

∫∫ =
ξξ ϕ

ϕ '

    (*) 

25.4 tétel miatt ( ) ( )xfxF ='  
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  ( )
( )yg

yG 1' =  

(*) bal oldalának primitív függvénye ( )ϕ!G  

Ugyanis: 

( ) ( ) ''' ϕϕϕ !! GG =  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )t
tg

ttGttGtG '''''' 1
ϕ

ϕ
ϕϕϕϕϕ === !!  

tehát: 

( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) =−=−=−=∫ ηϕξϕξξϕϕ
ϕ
ϕ

ξ

GxGGxGGxGdt
tg
tx !!!!

'

 

           ( )( )xG ϕ!=  

(*) miatt: 

( )( ) ( )xFxG =ϕ . 

2.G-1 FÜGGVÉNY 

( ) ( ) 00
.84.

>⇒≠ ygyg
B

 v. ( ) 0<yg  

( )
( )

( ) GyG
yg

yg
1.18

' 0010 ⇒>⇒>⇒>  szigorúan monoton növekvő 1
15.1

−⇒G  

függvény 

( ( ) 0<yg  ugyanúgy) 

tehát 

( ) ( )( )xFGx 1−=ϕ  

3. Φ DEFINÍCIÓJA KORREKT 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )JGFxJGxFxFxGxFGx 11 −− ∈⇒∈⇒=Φ⇒=Φ  

( ) ( )
( )

( )( )⇒=⇒
⎭
⎬
⎫

=

=⇒= −
−

ηξ
η

ξξ
GF

G
FF 1

1

0
00  mivel η  belső pontja ( )JG -

nek ξ  belső pontja ( )( )JGF 1− -nek. 

4. A FELTÉTEL ELEGENDŐ 

( ) ( )( )xFGx 1−=Φ   ] [βα ,∈x  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )xfxgxfxFGgxFxFGx Φ==⋅=Φ −− 1''1'  

( ) ( )( ) ( ) ηξξ ===Φ −− 011 GFG  
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5. Φ(X) TELJES MEGOLDÁS 

Ehhez elegendő, ha φϕ II ⊂ , ahol ϕ  tetszőleges megoldás. 

A bizonyítás 1. pontja szerint 

( )( )xFG 1−=ϕ  ] [bax ,∈  

βα ,  definíciója és a bizonyítás 4. pontja szerint βα ≤≤ ba, , így φϕ II ⊂ . 

 

(B) ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLET 

DEFINÍCIÓ: 
Legyen 

RII ⊂  nyílt intervallum 

0,,:, CqpRIIqp ∈→  

akkor az 

(1) ( ) ( ) ( ) ( )xqxyxpxy =+'  differenciálegyenletet közönséges elsőrendű lineáris 

differenciálegyenletnek nevezzük. 

Az (1) differenciálegyenletet homogénnak vagy inhomogénnak nevezzük 

aszerint, hogy 0=q , illetve 0≠q . 

TÉTEL: 
Legyen  

RII ∈∈ ηξ ,  

akkor 

( )
( )

( )
( )

Ixedttqex

xt

dttpx dp

∈
∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

∫
=Φ

−

∫ ξξ η
ξ

ττ

 

módon definiált Φ  függvény teljes megoldása az 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

=

=+

ηξy
xqxyxpxy

2
1 '

 Cauchy feladatnak 

BIZONYÍTÁS: 
2. SZÜKSÉGESSÉG 

Tegyük fel, hogy RII →:ϕ  megoldása a  
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(1*) ( ) ( ) ( ) 0' =+ xyxpxy  differenciálegyenletnek ( ) ( )Ixx ∈> 0ϕ  

( ) ( ) ( ) 0' =+ xxpx ϕϕ  Ix∈  

( )
( )

( )xp
x
x

−=
ϕ
ϕ '

 Ix ∈0  

( )
( )

( )∫∫ −=
x

x

x

x

dttpdt
t
t

00

'

ϕ
ϕ  

( ) ( ) ( )dttpxx
x

x
∫−=−
0

0lnln ϕϕ  

( )
( )

( )∫−=
x

x

dttp
x
x

00

ln
ϕ
ϕ  

( )
( )

( )∫
=

x

x

dttp

e
x
x

0

0ϕ
ϕ  Ix∈  

( ) ( )
( )∫

⋅=
−
x

x

dttp

exx 0
0ϕϕ  

Behelyettesítéssel meg lehet győződni, hogy ( )
( )∫

⋅=
−
x

x

dttp

ecx 0ϕ  Ix∈  

Minden RIc∈  esetén megoldása (1*)-nak. 

A c  konstans helyére egy c  függvényt írunk és azt megpróbáljuk úgy 

választani, hogy az (1) egyenlet egy megoldását kapjuk. Ezt úgy hívják: 

konstansvariálás módszere. 

Próbáljuk úgy megválasztani a RIIc →: , 1Cc∈ , hogy a 

( ) ( )
( )

( )Ixexcx

x

x

dttp

∈
∫

=
−

0ϕ  megoldása legyen (1)-nek. 

legyen 
( )

( )xe

x

x

dttp

0
0 ϕ=
∫−

 

( )x0ϕ  megoldása (1*)-nak. 

Tegyük fel, hogy ( ) ( ) ( )xxcx 0ϕϕ ⋅=  megoldása (1)-nek. 

( ) ( ) ( ) ( )xqxxpx =+ ϕϕ '  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xqxxcxpxxcxxc =⋅⋅+⋅+⋅ 0
'
00

' ϕϕϕ  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xqxxpxxcxxc
miatt

=⋅++⋅
=

!!! "!!! #$
*10

0
'
00

' ϕϕϕ  

( ) ( ) ( )xqxxc =⋅ 0
' ϕ  

( ) ( )
( )x
xqxc

0

'

ϕ
=  

( )
( )

( )∫ ∫=
x

x

x

x

dttq
t

dttc
0 0 0

' 1
ϕ

 

( ) ( )
( )

( )∫=−
x

x

dttq
t

xcxc
0 0

0
1

ϕ
 

( ) ( )
( )

( )dttq
t

xcxc
x

x
∫+=
0 0

0
1

ϕ
 

( )
( )

( ) ( )0
0

0 xcdttqexc
x

x

dp
t

x +
∫

= ∫
ττ

 

( )
( )

( ) ( )
( )∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
∫

=
−

∫

x

x

t

x

dttp
dtt

x

x

dp

excqex 0

0

0
0

ττ

ϕ  

legyen ξ=0x  

( ) η=0xc  

akkor 

( )
( )

( )
( )∫

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

∫
=

−

∫

xt

dttpx dp

edttqex ξξ ηϕ
ξ

ττ

 

2. ELÉGSÉGESSÉG 

(1) 
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )( )+−⋅
∫

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

∫
+

∫
⋅⋅

∫ −−

∫ tpedttqeetqe

xtxt

dttpx dpdttpdp
ξξξξ η

ξ

ττττ

 

( )
( )

( )
( )

( )tqedttqexp

xt

dttpx dp

=
∫

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

∫
+

−

∫ ξξ η
ξ

ττ

 

(2) ( ) ( ) ηηξϕ =⋅+= 00 e  
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3. A ( )
( )

( )
( )∫

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

∫
=Φ

−

∫

xt

dttpx dp

edttqex ξξ η
ξ

ττ

 TELJES MEGOLDÁS 

legyen IJ ⊂  nyílt intervallum, J∈ξ  

RIJ →:ϕ  megoldás 

legyen továbbá: 

( )
( )

( )
( )∫

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ∫
=Φ ∫

xt

dttpx dp

edttqex ξξ

ξ

ττ

0  

( )
( )∫

=Ψ

x

dttp

ex ξ

0   ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )xpxxpex

x

dttp

−⋅Ψ=−⋅
∫

=Ψ
−

0
'
0

ξ  

0

0

Ψ

Φ−
=
ϕh  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

Ψ

−⋅Ψ⋅Φ−−ΨΦ−
=

Ψ

Ψ⋅Φ−−Ψ⋅Φ−
= 2

0

000
''

2
0

'
000

'
0

'
' ph ϕϕϕϕ  

( ) ( )( )=Φ+Φ−+
Ψ

=Φ−+Φ−
Ψ

= 0
'
0

'

0
0

'
0

'

0

11 pppp ϕϕϕϕ  

( ) hqq ⇒⎥
⎦

⎤
=−

Ψ
= 01

0

 konstans 

( ) ( ) ( )
( )

η
η

ξ
ξξϕ

ξ =
−

=
Ψ

Φ−
=

1
0

0

0h  

( ) η=xh   Jx∈  

( ) ( )
( )

η
ϕ

=
Ψ

Φ−

x
xx

0

0  Jx∈  

( ) ( ) ( ) ( )xxxx Φ=Ψ+Φ= 00 ηϕ  

(C) EGZAKT DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 

DEFINÍCIÓ: 

Legyen  

2RIT ⊂  tartomány 



 171 

0,,,:, 0 ≠∈→ QCQPRITQP  

ha 

( )QPFCFRITFJ ,:,: '
0 =∈→  

(azaz ,,, 2 QFPF =∂=∂  a ( )PQ  függvénymátrixnak létezik primitív 

függvénye.) 

akkor 

a 

( )( ) ( )( ) ( ) 0,, ' =+ xyxyxQxyxP  

differenciálegyenletet egzakt differenciálegyenletnek nevezzük. ( )QP ,2 ∂=∂  

TÉTEL: 
legyen az 

(1) ( )( ) ( )( ) ( ) 0,, ' =+ xyxyxQxyxP  differenciálegyenlet egzakt és 

F  egy primitív függvénye ( )QP, -nak 

( ) ,,:,, CRIIT ∈→∈ ϕϕηξ   ( I  nyílt intervallum) 

és 

(2) ( ) ηξ =y  

akkor 

( )( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

=

=
⇔

⎭
⎬
⎫

ηξϕ

ηξϕϕ

II.
,,I.

feladatnakCauchy  (2) - (1)
az megoldása FxxF

 

BIZONYÍTÁS: 
2. SZÜKSÉGESSÉG: 

Tegyük fel, hogy ϕ  megoldása (1) – (2)-nek! 

( )( ) ( )( ) ( ) 0,, ' =+ xxxQxxP ϕϕϕ    Ix∈  

( ) ηξϕ =  

legyen 

( ) ( )( )xxFxh ϕ,=      Ix∈  

Az összetett függvény differenciálhatóságára vonatkozó tétel szerint: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ( )( ) ( ) ]⇒=+=∂+∂= 0,,,, ''
21

' xxxQxxPxxxFxxFxh ϕϕϕϕϕϕ  

h⇒  konstans 

( ) ( )( ) ( )ηξξϕξξ ,, FFh ==  
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2. ELÉGSÉGESSÉG 

Tegyük fel, hogy  ( )( ) ( )ηξϕ ,, FxxF =  

( ) ηξϕ =  

( ) ( )( )xxFxh ϕ,=  

( ) 0' =xh  mivel ( )( ) ( ) == ϕξϕ ,, FxxF konstans. 

DEFINÍCIÓ: 
Ha 

( ) ( ) TyxyxCRIT ∈≠∈→ ,,0,,,: 0 µµµ  

és 

(1*) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0,,,, ' =+ xyxyxQxyxxyxPxyx µµ  differenciálegyenlet egzakt 

akkor a 

µ  függvényt az (1) differenciálegyenlet egy integráló tényezőjének hívjuk. 

 

MEGJEGYZÉS: 
Az (1) és (1*) egyenletek megoldások szempontjából ekvivalensek. 

Az (A) és (B) pontban tárgyalt differenciálegyenletek is megoldhatók az egzakt 

differenciálegyenletek megoldási módszerével: 

integráló tényezőt kell keresni. 

 


