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1. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

1.1. MEGJEGYZES:

1.1.1.
A halmaz, elem és halmazhoz tartozas fogalmakat ismertnek tételezzuk fel és

értelemszeriien hasznaljuk az aE A, a 3 A, a& A jeldléseket.

1.1.2.
Feltételezzik, hogy pontosan egy olyan halmaz létezik, amelynek nincs eleme és ezt

-val jeloljuk.

1.1.3.
Az egész fejezetben feltételezink egy elegendben tag alaphalmazt. Ha azt irjuk, hogy:
"A halmaz”, azt ugy értjuk, hogy ennek az alaphalmaznak részhalmaza, a kisbetlk

pedig — ha mast nem mondunk — ennek az elemei.

1.2. DEFINICIO:

Ha
A, B halmaz,

akkor legyen
ACB < (Vx)(xE4 — xEB)

A=B< ACB, BCA
Ha
A C B,akkor A részhalmaza B -nek,

ha
ACB, és A= B, A= akkor A valddi részhalmaza B -nek.

1.3. MEGJEGYZES:
1.3.1.

Belathatd, hogy minden A4 halmaz esetén & C A4 teljesiil.



1.3.2.
Egy halmazt két médon definialhatunk:
a) felsoroljuk az elemeit
b) megadunk egy tulajdonsagot, amellyel pontosan a halmaz elemei rendelkeznek.

1.4. DEFINICIO:

Ha
X halmaz, A, BC X,

akkor legyen
AUB={xEX:xEAv xEB} (4 és B unidja)

AN B := {xEX:xEAAxEB} (A és B metszete)
A-B:={xEX :xEA A x&B} (A és B kildnbsége)
A= CA=X-4 (Az ,A” halmaz < x-re vonatkozé >

komplementere)

A és B diszjunkt<= AN B=0.

1.5. TETEL:

Legyen
X halmaz, 4,BC X,

ekkor
AUB=BU 4 ANB=BN A4
(4UuB)UC=4U(BUC) AN(BNC)=(4NnB)NC
lauB|nC=(unc)u(BNC) (4NnB)UC=(4uC)N(BUC)
AUO0=4 AN0=0
AUX =X ANX=4
AUAd=X AN A=0

BIZONYITAS:

Gyakorlat



1.6. TETEL:

Legyen
X halmaz, A, BC X,

ekkor
CX=¢ CO=X
C(CA)=4
AU A=A ANA=A4
AUB=4NB ANB=AUB

BIZONYITAS:

Gyakorlat

1.7. DEFINICIO:

(x, v)={xp 4x, i}

Az x és ¥ elemekbdl képezett rendezett elempar.

1.8. TETEL:
Legyen

(a,b)és (x, y) rendezett elempar,

ekkor

(mb%%my%:a=x,b=y

BIZONYITAS:
Gyakorlat

1.9. DEFINICIO:

Ha

A és B halmazok

akkor legyen
AxB:K&y%xEAyEB}



az A és B halmazok Descartes szorzata.

1.10. DEFINICIO:

Ha
A és B halmazok és SC Ax B,
akkor
az S halmazt (A4 és B kozotti binér) relacionak, a
D = {xEA:EIyEB hogy (x, y)ES} halmazt az S relacio értelmezési

tartomanyanak,

az
R, :={yEB:EIxEA hogy (x,y)ES} halmazt pedig az S relacio
értékkészletének nevezzik.

Az (x, y)ES helyett altalaban xSy jelolést hasznalunk.

1.11. DEFINICIO:
Ha
SCXxY, ACX,
akkor
S(A):= {yEY hogy 3IAxEA amelyre (x,y)ES}
Az S(A) halmaz neve: az A halmaz képe az S relaciénal. Ha nem okoz

félreértést, akkor  S({x})helyett S(x)-et irunk.

1.12. DEFINICIO:

Ha
SCXxY

akkor legyen
Si= {(y, x)EYxX : (x, y)ES}

-1 y e e s e , -
Az S relaciot az S relacid inverzének nevezziik.
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1.13. DEFINICIO:

Ha
A=
H C Ax A olyan relacio, amelyre teljesul, hogy D, = 4 és
H reflexiv (Va)(a € 4)— (aHa))
szimmetrikus (Va \Vb\(a € 4, bE 4, aHb) — (bHa))
tranzitiv (Va\Vb)Ve)(aE A4, bE A, ¢ E A, aHb, bHe) — (aHc))
akkor

H -taz A ekvivalenciarelacidjanak nevezzuk.

1.14. DEFINICIO:

Ha
A=
H C Ax A olyan relacio, amelyre teljesul, hogy D, = 4 és
H reflexiv (Va)(a € 4)— (aHa))
antiszimmetrikus  (Va)Vb)(a € 4, bE 4, aHb, bHa) — a = b)
tranzitiv (Va)Vb)\Ve)a € A, bE A, ¢ € A, aHb, bHe — aHc)
akkor
H-t az A parcidlis rendezési relaciéjanak vagy parcialis rendezésének
nevezzuk.
Ha még
(Va)\Vb)a€E 4, bE A — aHb v bHa) is teljesiil, akkor
H -t az A rendezési relaciojanak vagy rendezésének nevezzik
Ha
H az A parcialis rendezési vagy rendezési relacidja,
akkor az
(A, H) rendezett part parcialisan rendezett illetve rendezett halmaznak
nevezzuk.

(A parcialis rendezést a tovabbiakban a < jellel jeldljuk.)



1.15. DEFINICIO:
Ha

(4,<) parcialisan rendezett halmaz,

akkor

X<ySxs)y,x=y.

1.16. DEFINICIO:

Ha
SCXxY

akkor

S fuggvény < (x, y, ) (x.,)ES =y =,

1.17. DEFINICIO:

Ha
X,Y halmaz

akkor
X—>Y:={fCX><Y:f ﬁiggvény}

Y={fEX>Y:D, - X|

1.18. MEGJEGYZES:
1.18.1.

A fuggvényekkel kapcsolatban a kovetkez6 elnevezéseket és jeloléseket hasznaljuk.
Ha
fEXXY é D, =X
akkor azt irjuk, hogy
f:X—=Y, és
azt mondjuk, hogy az f figgvény az X -t6l az Y -hoz vezetd leképezés. Az Y

halmazt a fUggvény képhalmazanak is szoktak nevezni.



1.18.2.
Ha f:X —7Y,akkoraz

f;r = f(x)’ ‘XEX
('/:‘)XEX

1.}, = R, jeloléseket is hasznaljuk.

1.18.3.
A leképzés szo6t a fuggvény szoval azonos értelemben hasznaljuk.
Ha f:X—=Y é R, =Y akkor f az X-et Y -ba, ha pedig R, =Y, akkor Y -ra
képezi le.

1.18.4.

Mivel a fuggvény az 1.16. szerint halmaz, ezért megadasa ugy torténik, mint altalaban
a halmazok megadasa:

a) felsoroljuk azokat az (x, f(x)) elemeket, amelyekbdl all

b) megadunk egy olyan tulajdonsagot, amely pontosan a szobanforgd (x, £(x))

elemeket jellemzi.

1.19. DEFINICIO:

Ha
f:X —7Y faggvény, ACD,
akkor legyen
f|A = {(x, y)Ef: xEA}
Az f|A fluggvényt az f fuggvény A4 halmazra valé lesziikitésének (ugyanakkor

f-etaz f|A figgvény D, -re valo kiterjesztésének) nevezziik.

1.20. MEGJEGYZES:

Ha
fEX—>Y, BCY

akkor az



£ (B)={xex: f(x)eB}

halmazt a B halmaz f szerinti (teljes) inverz képének nevezzik.

1.21. DEFINICIO:
Ha
fEX =Y
akkor

f -et invertalhatonak nevezzik < f' fliggvény

f -et injektivnek nevezzik < (Vx)(Vy)((xEDf, YE€D,, flx)= f(y))—> X = y)

1.22. TETEL:

Legyen
[ X—=Y, [f=O
ekkor
f invertdlhatd < f injektiv

BIZONYITAS:
i) Tfh  f invertalhato = ' fuggvény.
Ekkor b= f(x)= f(y)=bf "x, bf 'y=>x=y
i) Tfh  finjektiv és f~' még sem fliggvény. Ekkor van olyan hEY,
amelyhez van olyan p, g€ X, p=q, amelyre bf'p és bf'q teljesll

= pb, qfb = f(p)= f(q)=b . De ez az injektivitas miatt azt jelenti, hogy

p = q . Az ellentmondas bizonyitja az allitast.

1.23. DEFINICIO:

Ha

fEX =Y, gEY—>Z

és

hi={x,z)EXxZ:3yEY amelyre y = f(x). z = g(v)}
akkor



h-ta g-bll és f -bdl Osszetett fUggvenynek nevezzuk és g o 1 -fel jeloljuk.

1.24. MEGJEGYZES:

Belathato, hogy go f° valdban figgvény.

1.25. TETEL:
Legyen
fiX—=Y g:Y—>Z ACX
ekkor
(g0 /X4)=g(r(4)
BIZONYITAS:
Gyakorlat

1.26. DEFINICIO:

Ha
X halmaz
akkor az

id X —X, x> id (x)=x leképezést az X halmaz identikus leképezésének

nevezzuk.

1.27. DEFINICIO:

Ha
X halmaz
akkor

P(X)jeléli X 0sszes részhalmazanak halmazat.

1.28. DEFINICIO:

Ha

X és T = <& halmazok, és
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f:T — P(x) injektiv
akkor a

I' halmazt az f(F) halmaz indexhalmazanak nevezzik és ha 4, = f(y)
akkor az

f(r)=14, :y €T} jelslést hasznaljuk.

Az {Ay Yy EF}# @ indexelt halmazrendszer elemeinek unidja.

U A :={x€X:EIyEI“ hogy xEAy}

yer 7
és metszete

UA}/:={xEX:V;/€I“ esetén xEAy}

yer

1.29. DEFINICIO:

Ha
A= és P(A) valamely részhalmazanak van olyan T indexhalmaza,

amelyre teljesul, hogy

i) A= VLEJF

ii) 4,=0 ye€T

iii) A4,N4,=0 y,0€T
akkor az

{Ay : yEF} halmazt az 4 halmaz egy osztdlyozasanak, az 4, részhalmazokat

pedig az osztalyozas osztalyainak nevezzuk.

1.30. TETEL:

Legyen
A=
ekkor

A egy tetszbleges H ekvivalenciarelaciéja meghatérozza az 4 egy H

osztalyozasat és
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A egy tetszbleges H osztalyozasa meghatarozza az 4 eqgy H

ekvivalenciarelaciojat.

BIZONYITAS:

i)

1.31. TETEL:

Legyen

Legyen H C Ax A ekvivalenciarelacié, H, = {x€ 4 : xHa}

Belatjuk, hogy H:= {H, C 4:a€ 4} az A4 osztalyozasa:

a) Mivel H reflexiv, ezért H elemei nem Ures halmazok

b) UH= aLEJAHa = 4 ugyanis:

Legyen bE 4, ekkor bHb = bE H,, tehat A minden eleme valamely H-
beli H, eleme, igy 4 részhalmaza H elemei egyesitésének. A forditott
iranyu tartalmazas nyilvanvalo.

c) P,O€EH, P=Q0=PNQO=J, ugyanis létezik p,gq€4, hogy
P=H,eéesQO=H,.

Tegyuk fel indirekt, hogy van olyan yEA, hogy
yEPNQ, ekkor yEP= yHp= pHy.

pHy €0

Legyen xEP=pr=>przaHyszqzxEHq:xEQiPPCQ.

A QC P hasonloéan bizonyithatd, igy P=Q, ami ellentmond a P=Q
feltételnek.

Legyen H az 4 egy osztdlyozasa és H ={(a,h)E Ax4:3CEH hogy
a,bEC}. Ez a H relacidé ekvivalenciarelacio, ugyanis: reflexiv, mert
minden a& A4-hoz létezik olyan P&EH, hogy a€P, tehat aHa.

szimmetrikus, mert, ha aHb , azaz létezik olyan PEH osztaly, amelynek

a és b is eleme, akkor b,aE P => bHa tranzitiv, mert, ha aHb és bHc ,
akkor létezik P,Q€H, hogy
a,beEP;b,cEQ=PNQO=0=P=0=CEP=aHc.

(X, =) parcialisan rendezett halmaz
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1.32.

1.33.

i) XEX=x£ X

ii) X<y=y+£ x

iii) X<y, y<z=>x<z
Ha

(X,s) rendezett,

akkor

iv) x,yEX=x<y vagy x=y vagy x>y.

BIZONYITAS:
Nyilvanvald

TETEL:

Legyen
(X, <) parcialisan rendezett halmaz, 4 C X

ekkor legfeljebb egy
a€ A illetve be 4 létezik, ugy, hogy
(VxE4):x<b illetve a = x

BIZONYITAS:
Tegyuk fel indirekt, hogy

a,,a,€A4,a, =a, ésNxEA-ra:a <xésa, <x

Legyen x:=a,, ekkor a,=<a,
:>al=a2

Legyen x:=a,, ekkor a,=<a,

b -re hasonldéan bizonyithato az allitas.

DEFINICIO:

Ha
(X, <) parcialisan rendezett halmaz, 4 C X

akkor legyen
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. a€ A4
min 4 =a <
VxEA:a=<x
bE A
max A=5 <
VxEA:x<b

1.34. DEFINICIO:

Legyen
(X, S) parcialisan rendezett halmaz, 4 C X
i) Ha
dkEX hogyVxEA-ra k=<x

akkor k-t az A egy alsd korlatjanak, A4-t pedig alulrél korlatosnak
nevezzuk.

ii) Ha
AKE X hogy VxEA-ra x<sK

akkor K-t az A4 egy fels6 korlatjanak, A4-t pedig felllrél korlatosnak
nevezzuk.
i) Ha

A alulrdl és felllrdl korlatos, akkor korlatosnak nevezzuk.

1.35. DEFINICIO:

Ha
(X, <) parcialisan rendezett halmaz, 4 C X

akkor
legyen
inf A:= max {k € X : k alsé korldtja A - nak}

sup 4 ;= min {KEX : K felso korlatia A - nak}

(Az inf A-t A alsé hataranak, sup 4-t 4 fels6 hataranak is nevezik.)

1.36. DEFINICIO:

Ha
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(X, s) parcialisan rendezett halmaz, a, fEX, a < f
akkor legyen

b.pl={xex:a<x<p}
bpl={xex:a=x<p}
bl
b.pl={xex:a=x=<p}

{XEX2a<xs/)’}
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2. VALOS SZAMOK

2.1. DEFINICIO:

Legyen IR egy halmaz
+:RxR — IR, x+y:=+(x,y)

“RxIR — IR, Xy = -(x,y)
<C RxIR, Xsy:= (x,y)Es
tgy, hogy

. (R,+,) rendezett test
(4) Vx,p,zER: (x+y)+z=x+(y+z)
) 0ER: VXER: x+0=0+x=x
4) VxER: I-xER: x+(-x)=(-x)+x=0
)

Vx,yER : xy=yx

)
02) Vx,yER: xsy,ysx=x=y

) Vx,y,zEIR: x<y,ysz=Xxs<z

) Vx,y€ER: x=<y vagy y<x
AO)Vx,y,zEﬂ?: xX<y,zER=x+z<y+z
MO) Vx,y,zEIR: x=y,0sz=xz=<y'z
1. A rendezés arkhimédeszi

Vx,yEIR: x>0,y=0=3InEIN" hogy ny=x

llI.  Arendezés teljes
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Ha I, = [an,bn] a valdés szamok zart intervallumainak olyan IV * -szal indexelt halmaza,

C I , akkor

n+l n?

amelyre [

N1, =d.
neN *

2.2. MEGJEGYZES:

Feltételezzik az IV halmaz ismeretét.

2.3. MEGJEGYZES:

Ha x& IR, akkor - x egyeértelmien meghatarozott

Ha x€R —{O}, akkor x™' egyértelmiien meghatarozott

Ha xER,nEIN*,akkor x' :=x és x" :=x-x"" han>1.

2.4. DEFINICIO:
Legyen
x—y:=x+(—y) x,yEIR
£:=xy"1 xEﬂ{,yER—{O}.
2.5. TETEL:
(1) xw=0 <« x=0vy=0 x,yER
2 (th=-x, (xly=-w, (x)-2)=w x,yER
3)  aly-z)=xy-az %, 2ER
4) (a) £=£©xw=yz
y ow
X,z _xw+y'z
(b) y+w o

(c)
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BIZONYITAS:
Gyakorlat

2.6. TETEL:

(1) O<x=-x<0 xEIR
(2) o0<1

(3) 0<x=0<l xER
X

4) x<sy, zs0=yz=xz x,v,z€IR
(5) X<V, ZSW=SX+Z<)y+w X, y,z,WE IR

6) Osx=y, Oszsw=0=sxz=<yw X, 9,2, WEIR

BIZONYITAS:
Gyakorlat

2.7. DEFINICIO:

Legyen

x, hax>0
|x|:= 0, hax=0

-x,hax<0
2.8. TETEL:

(1) 0 =< |x], x|=0©x=0 xER

@) o=yl x,yER

@ Mol %yER,y =0

My
(4) |X|Sy©—ysxsy x,yEIR
(5) Hx|—|y”s|x+y|s|x|+|y| x,yEIR

BIZONYITAS:

1R



Gyakorlat

2.9. DEFINICIO:
Legyen
1 ha x>0
SGN(x):=10 ha x=0
—lha x<0

2.10. DEFINICIO:
Legyen

R*={x€R :x>0}
R; ={x€ER :x=0}
R =R-R;
R;=R-R"

Z = {xez x>0}
Z={xez x<0}
Q"= {xeQ: x>0}
Q- {xeQ: x<0}

lN+:={xEH\7,x¢O}

2.11. DEFINICIO:

Ha
Y=O

akkor a
@:IN* — Y fuggvényt sorozatnak nevezink
Egy
@:IN* — IN* sorozatot indexsorozatnak nevezink
ha
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mnEIN*, m<n= g(m)<gn)

2.12. MEGJEGYZES:

Néha az IN —Y tipusu fuggvényeket tekintjuk sorozatnak, ezt azonban kulon

jelezzuk.

2.13. DEFINICIO:

Ha a
{H, :a€ 4} halmaz
A indexhalmazara 4 = {1, 2,..., n} (nElN*) vagy 4=IN teljesul

akkor

UH UH,=UH

acAq a=1 aEA

C
=
1

nNH N=NH

C-=
=
W

2.14. TETEL:

Legyen

H C R alulrdl korlatos, H = &
ekkor

dinf HER

BIZONYITAS:

1) Rekurzidval definialunk egy zart intervallumsorozatot:

H alulrdl korlatos = da, ERR :a, also korlatja H -nak.

H=J=3b EH

1
b, ha —(a, +b, ) alsé korlatia H - nak
(ai + bi) és b = 2

i+1

1
ai+1 =12
a, %(ai +b, ), egyébkeént
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A lll. axioma szerint rjl[an,bn]¢ %)

Legyen ae,él[a"’ b, ]

2. Belatjuk, hogy a also korlatja H -nak:

Tegyulk fel indirekt, hogy @ nem alsé korlatia H -nak, ekkor A€ H, amelyre

h<a.

De ae[an,bn], tehat a-a, <b, -a, =2L(b1 —a,)=

n-1

(b, —a,)<a-h, hacsak n

I |~

olyan természetes szam, amelyre: b, —a, < n(a - h).

(Ilyen biztosan letezik a Il. axioma miatt.) llyen n-re tehat h<aqa,, ami
ellentmond annak, hogy «, alsé korlatja H -nak.
3. a =inf H

Tegyuk fel indirekt, hogy az a€IR szam H -nak «a-nal nagyobb alsé korlatja.

1
Ekkor a<b és a,sa<a=0<a-asbh,-a,<—(b-a)<a-a, hacsak n olyan
n

természetes szam, amelyre b, —aq, <n(a—a). (lyen biztosan létezik a Il. axioma

szerint.) Ez azonban ellentmondas.

2.15. TETEL:

Legyen

H C IR felulrél korlatos, H = &
ekkor

AsupH €ER

BIZONYITAS:
Gyakorlat

2.16. TETEL:

R\Q= &

BIZONYITAS:
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2.17.

2.18.

Legyen H = {r€Q+:r2 < 2}

Ekkor 1€H = H = 0. H felulrdl korlatos (pl. 2 fels6 korlat) = i :=supH € IR .

Belatjuk, hogy /¢ Q : megmutatjuk, hogy h€Q esetén h* <2, h*> =2, h*>2 egyike

sem teljesulhet.

(1)

h* =2,

mert kiilénben létezne p.g€EN*, (p,q)=1, hogy

h=L = p>-24°=>3p EN" amivel p=2p, =2p =¢*=3q EEN", amivel
q

q=2q,=(p,q)=1.

h* <2
sem teljesulhet, mert
2
(h+l) =h’ +%+L2<2<=h2 +2h+1 <2<=2h+1<n(2—h2) (lyen n€EIN"* a
n n n n
1 .
Il. axidma miatt létezik) miatt / -nak létezne /# +— alakl eleme is = h = sup H .
n
h*>2
2
1 2h 1 2h :
esetén (h——) - s - s nn? -2)> 20 (s ilyen nEN® is
n n n n

|
létezik) miatt & —— fels® korlatja H -nak = h = sup H .
n

DEFINICIO:

Az IR -Q halmazt irracionalis szamok halmazanak nevezziik.

TETEL:

Legyen

ekkor

x€ER", a,b€EIR, a<b

reQ:r =0 amivel VxE]a,b[
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BIZONYITAS:
Legyen példaul 0=a<bh, €s nEIN' olyan, hogy x<n(b-a). Legyen tovabba

m = inf{peﬂ\/+ :és—}
X n
-1 b
Ekkor m >1 és — < 2.
n X
m-1 al b m -a 1 , , .
Ha < —| <= =<—] volna, akkor < — lenne, ami n valasztasanak ellentmond.
n X X n X n
Ezért
a m-1 b
— < < — .
X n X

) -1 b
Eszerint azonban r := " e ﬁ,—
n X X

ﬁrxe]a,b[ és r=0.

(A tobbi eset visszavezethetd a fenti esetre.)

2.19. TETEL:

Minden ]a b[ intervallumban van racionalis és irracionalis szam.

BIZONYITAS:
Ha 2.18.-ban x =1, akkor azt kapjuk, hogy létezik r€Q, r =0 amire rE]a, b[ teljesul.

Ha 2.18.-ban x := sup{tEQ+ 1’ < 2}, akkor 0<xER -Q ésha r=0, akkor x€R - Q

és er]a, b[ 2.18. szerint.
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3. VALOS FUGGVENYEK

3.1. MEGJEGYZES:

Ha az [ fuggvény értelmezési tartomanya IR, akkor (de csak akkor) néha

eltekintink az értelmezési tartomany feltintetésétol.
Az fe€IR — IR fuggvényeket valés-valos vagy ha nem okoz félreértést valos

fuggvényeknek nevezzik.

3.2. DEFINICIO:
j=idy
Jl=x1
ABS = x> x|
INT = x > [x]
0 =R-Q

1 hax>0
SGN(x):=1 0 hax=0
-1hax<0

c(-):=x|—>c (CER)

3.3. DEFINICIO:

Ha
f:DCR—R
akkor legyen

|f|:DeR, x|—>|f|(x)=|f(x]

3.4. DEFINICIO:

Ha
f:DCR —1, a€ R
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akkor legyen
D+a =a+D={x€ﬂ€ :(x—a)EA}

Sup:D+a—=R, fo[a](x)=f(x—a)

3.5. DEFINICIO:
Ha
ACIR
akkor a
1 haxe4d
X, x>
{0 ha x&-1

fuggvényt az 4 halmaz karakterisztikus fuggvényének nevezzuk.

AX, é a X - fuggvényeket Dirichlet féle figgvénynek nevezik.

3.6. DEFINICIO:

Ha
ac€lR
akkor az
l:x—a-x

fuggvényt valds linearis fuggvénynek nevezzuk.

3.7. DEFINICIO:

Ha
cER
fER — R
g€ER — R
akkor
(f):D, =R, (fNx)=c-f(x)
(f+g):D,ND, =R, x5 (f+g)x):=r(x)+glx)

(f-g)p,NnD, =R, x>(f g)x):=rf(x) glx)

A



Lip, —g ()= R, x> ()=
g g el

3.8. MEGJEGYZES:

Ha
f.g, hER = R
akkor
f+g=g+f fg=gf
(f+g)+h=r+(g+h) (fg)h=r-(gh)
3.9. DEFINICIO:
Ha
nEN*-{l}, fER >R i=12,..,n
akkor

L+ i+ f, :=Zfl.:l@Dﬁ — IR, xl—)Zfi(x)

fiofor f, :=1:[ﬁ:ﬁ1)ﬁ - R, x|—>1:[ﬁ(x)

3.10. DEFINICIO:

Ha
n€EN* -{l}, a,€R-{0}

akkor az

n

-n .0 . n—i
aOJ +...+an] =2ai]

i=

fuggvény n-edfoku racionalis egészfuggveénynek vagy polinomfuggvénynek

nevezzuk.
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3.11. DEFINICIO:

Valamely f€IR — IR fuggveényt racionalis tortfuggvénynek nevezink, ha van olyan

p és q polinomfliggvény, hogy f £
q

3.12. DEFINICIO:

Ha
XER",

akkor legyen

ER" gy, h
\/;={y gy, hogy . 15 ¢

yi=x
Ha
xEIR ésnEW+—{1}
akkor
Sgn =SoNn x
Iegyen%/_=y=©{%y s
y =X

3.13. MEGJEGYZES:

\/;=sup{rER+:r2<x}
\/_:Bgeﬂ?, xH\/_(x):=\/;

I=(12\R5)_1
V;=sup{rem+ r” <x} és M:(]‘”

és ha n paratlan, akkor 7/ = (j”)_l és 4/-x = 4/x

3.14. DEFINICIO:

Ha
fER — R
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g€ER - R
D=D,ND,
akkor
f<geVxED: f(x)<g(x)

f=<g @VxED:f(x)s g(x)

3.15. DEFINICIO:

Ha

és

f>0(), akkor f pozitiv,

f=0(), akkor f nem negativ
f<0(‘)D_ akkor f negativ

=0l ,. akkor f nem pozitiv

3.16. DEFINICIO:

Ha
fER — R

és
Vx,x, €D, :x, =x, = f(x)= f(x,), akkor f-et monoton névekeddnek, (jele
;)
Vx,x, €D, :x, sx, = f(x,)= f(x,), akkor f-et monoton csokkendnek, (jele
f ™)

Ha D, nem egyelemi

és
Vx,,x,€D,, x5 <x, =f(x])< f(xz), akkor  f-et szigoruan monoton

névekeddnek (jele 1 1)
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Vx,x, €D, :x, <x, = f(x)> f(x,), akkor f-et szigortan monoton

csokkenbnek (jele 1| ) nevezzik.

A  monoton noveked6 és a monoton csokkené fuggvényeket monoton
fuggvenyeknek, mig a szigoruan monoton ndvekedd illetve csdkkend fuggvényeket

szigoruan monoton fuggveényeknek nevezzik.

3.17. DEFINICIO:
Ha
f valos fuggvény
A=D, ACD,
akkor
azt mondjuk, hogy f az 4 halmazon

1) monoton névekedd
2) monoton csokkend
3) szigoruan monoton ndévekedd
4) szigoruan monoton csokkend

ha
f|A rendelkezik az 1), 2), 3), 4) tulajdonsagokkal.

3.18. MEGJEGYZES:

(1)  Legyen s valo fuggvény. Ekkor f akkor és csak akkor monoton noveked6
(szigoruan monoton noveked6) ha - f monoton fogyd (szigoruan monoton
fogyo).

(2) Legyen
a€ER, f=aj

Ekkor
a€IR" esetben f 1
a€IR™ esetben f |

a=0 esetben /7~ és [\
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3.19. TETEL:
Legyen
(a,) szamsorozat
ekkor

(an )7 < VnEIN* esetén a,<a,,

BIZONYITAS:
Gyakorlat

3.20. TETEL:

Minden szigoruan monoton valds fuggvény invertalhato.

BIZONYITAS:
Gyakorlat

3.21. PELDA:

Legyen
f,g€R — R

ekkor
f/', g/'zfog/'
f/', g\:>fog\
f\g/':>fog\
f\g\zfog/'

BIZONYITAS:
Gyakorlat

3.22. PELDA:
Ha
n€IN*, paratlan
akkor
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J"
Ha

n€IN ", paros
akkor

j" nem monoton, de

J i 1

we Vo)

BIZONYITAS:
Gyakorlat

3.23. DEFINICIO:

Ha
a,b€ER, a=b

akkor legyen

Ua, b J:= [min {a, b}, max {a, b}]
]a, b” = ]min {a, b}, max{a, b}[

(A ,megkettdzott” zardjelet mas, hasonld értelemben is hasznaljuk.)

3.24. MEGJEGYZES:

Ha
I az IR nyilt intervalluma,
xX,x, €1, x #=Xx,.
f:I—IR
akkor az
(x,, f(x,)) és az (x,, f(x,)) pontot dsszekdts hiron a kévetkezé ponthalmazt

értjuk:

{(x, y)ER2 :xEHxl, x2|1y = f(x2)+
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3.25. TETEL:

Legyen

X,X, R, x =x,
ekkor

x5 x| = {Ax, + (1= 2)x, € R - A€o, 1]} (*)
BIZONYITAS:

Tegyuk fel el8szor, hogy x, <x, és legyen xE[xl, xz].

X-X, X-Xx,

Ekkor 0 <

<1.Legyen ezért A:=
X=X, X=X,

Ezért x=Ax, +(1- A)x,, tehat x eleme a (*) jobb oldalan alld halmaznak is, vagyis
[, x,]c L)

Megforditva: tegyuk fel, hogy xE{...}. Ez azt jelenti, hogy EME[O, 1], hogy
x=2x, +(1=A)x,.

Innen A E[O, 1] miatt adodik, hogy
x =20, +(1-A), s Ax, +(1-A)x, =x< Ax, +(1-A)x, =x,, vagyis xE[x,x,]. Tehat
L],

Legyen most X, <X . Ekkor az elébbiek szerint
x5 5| ]= [, %, 1= {ax, + (1= 2)x, € R - 2€[0, 1]

Ez az egyenlbség a u=1-A jeloléssel igy irhato fel:
[, x| | = {eex, + (1 = )x, ER - €0, 1]

vagyis (*) fennall x, <x, esetben is. []

3.26. DEFINICIO:

Ha

I az IR intervalluma
akkor azt mondjuk, hogy az

f 1 — IR fuggveny (alulrodl) [szigoruan] konvex
ha
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Vx,x, €I [x1=x2]
vielo.1] vieh. 1]
esetében

f(’lxl +(1_A)x2)5 Af<x1)+(l_/l)f(x2)
L (e, + (1= A0y ) < A () + (1= A)f (i, )]

3.27. TETEL:

Legyen
I az R intervalluma
f:I—=1IR

ekkor

f pontosan akkor (alulrdl) [szigoruan] konvex

ha

Vx,x, €I, x, <x, esetében

az

(r, /(x,)) &s (x, /(x,))

pontot 6sszekotd hur egyetlen pontja sincs alatta [minden pontja felette van]
az

Myl

fuggvény grafikonjanak.
BIZONYITAS:
1) =

Tegyuk fel, hogy f konvex, és legyen x,,x, €I, x, <x,.
Ekkor 3.26. szerint VAE[O, 1] esetében
f(j‘xl +(1_A)x2)5 Af(’“l)"‘(l_/l)f(xz)-

7% ha xE[xl, xz], ekkor

Legyen most A :=
X=X,
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A e 2 < 22 (e )+ 2 ()
X, — X, X, — X, X, — X, X, — X,
) = l)s LI ) )

Xp =X,
A szigoruan konvexitasra vonatkozo allitds megfelel6 része hasonléan bizonyithato.

(2) P

Tegytk fel, hogy x,,x, €I és x, <x, és VxE[xl, xz] esetén

(r,)4 L br)= /)

X =X,

x-x,) fennall.

flx) =7

Legyen ezutan A€[0,1]. Ekkor 3.25. alapjan
Ax, +(1-A)x, E[xl, xz], tehat EIxE[xl, xz], hogy
x=Ax, +(1=A)x,, igy

F + (=)= 10+ L0020 G g )

X =X,

= f(xz)"' f(X1)_f(x2)(Ax1 _)‘*xz)=

X =X,

= f(x2)+/"tf(x1)—if(x2)=Af(x1)+(l—l)f(x2).

A szigoruan konvexitasra vonatkozo allitas megfelel6 része hasonléan bizonyithato.

3.28. DEFINICIO:

Ha
fER — R

I az R intervalluma, / C D,

akkor

f az I intervallumon [szigoruan] konvex < f|[ [szigoruan] konvex.
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3.29. MEGJEGYZES:

A konkav fuggvények a konvex fuggvenyekhez hasonléan értelmezhetdk, azzal a
kulonbséggel, hogy a < jel helyett = jelet irunk, illetve a szigoruan konkav
fuggvények esetében a < jel helyett > jelet irunk.

3.30. TETEL:

Legyen
I az R intervalluma
f:I—=IR

ekkor

f pontosan akkor [szigoruan] konvex, ha - f* [szigoruan] konkav.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

3.31. TETEL:

Legyen

f [szigoruan] konvex valds fuggveny,

I az R intervalluma

ekkor

f|, is [szigortian] konvex.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

3.32. DEFINICIO:

Ha
f valos fuggvény
akkor

S alulrdl [felllrél] korlatos, ha R, alulrdl [felllrdl] korlatos.
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Alulrdl [felulrél] korlatos fuggveny also [felsd] korlatjan értékkészlete also [felsd]
korlatjat értjik.
Ha

f alulrdl és felulrél korlatos

akkor
f -et korlatos fuggvénynek nevezzik.

3.33. DEFINICIO:

Ha
f alulrdl [feltlrdl] korlatos valos fuggveny

akkor
f-nek létezik abszolit minimuma [maximuma] < dminR, = min [
[Elmafo = maXfJ és ezt a szoban forgd fuggvény abszolut minimumanak
[maximumanak] nevezzuk.

Ha
f -nek van abszolut minimuma

akkor

D,-nek azt az x elemét, amelyre f(x)=minf [f(x)=maXf], f abszolut

minimum helyének [maximumhelyének] nevezzik.
Az abszolut szélséérték (extrémum, optimum) kifejezés az abszolut minimum

és az abszolut maximum gyujténeve.

3.34. MEGJEGYZES:

A kétféle széls6érték kozul elegendd csak az egyikkel foglalkozni, hiszen ha

peldaul az f valés fuggvénynek x, minimumhelye, akkor - f -nek x,

maximumhelye.
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3.35. MEGJEGYZES:

A tovabbiakban az [a, b] korlatos és zart intervallumot kompaktnak fogjuk

nevezni.

3.36. TETEL:
Legyen
[a, b] kompakt intervallum
filab]= R
£
ekkor
fla)= f(x)= f(p), tehat a€R az 1 abszolut minimumhelye és b pedig az f

abszolut maximumhelye.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

3.37. DEFINICIO:

Ha
f valos fuggvény és
VxEDf:{_XEDf “
f(x)=f(=x)
akkor

[ -et paros fuggvénynek nevezzik.

3.38. DEFINICIO:

Ha
f valos fuggvény és
VxEDf :{—xEDf és
") =1 x)
akkor
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3.39.

3.40.

3.41.

£ -et paratlan fuggvénynek nevezzik.

DEFINICIO:
Ha

f valos fuggvény

wER"

Vxepf:{“kWEDf (kez )

" arkw)= 1(x) (kEZ)

akkor

f -et w -val periodikus fuggvénynek nevezzuik.
Ha

f valos fuggvény
akkor

f periodikus < 3w € R " hogy f periodikus @ -val.
Ha

f valos fuggvény periodikus és periodusai kozott van legkisebb
akkor ezt

f alapperiédusanak nevezzik.
MEGJEGYZES:

Az abszolut érték definicidja alapjan:

1) Vx, yER : |x—y|20 és |x—y|=0©x=y
2) Vx, yEIR : |x—y|=|y—x|

3) Vx,y,zER : |x—y|s|x—z|+|z—y|

DEFINICIO:

Ha
X halmaz és
d : XxX — IR olyan, hogy

2R



1) Vx, yEX: d(x,y)20 &  dlx,y)=0=x=y
2) Vx, yEX: d(x, y)=d(y, x)
3) Vx,y,zEX: d(x,y)=d(x,z)+d(y, z)

akkor az

(x,d) rendezett part metrikus térnek, a dJ4 fuggvényt pedig metrikanak

nevezzuk.

3.42. MEGJEGYZES:

3.40. alapjan nyilvanvalo, hogy (R, 4BS) metrikus tér.

3.43. DEFINICIO:

Ha
(X, d) metrikus tér, x, EX, rER*
akkor a
B(xo, r):= {xEX : d(x, x0)< r}
halmazt x, kozéppontu, » sugaru nyilt gombnek nevezzik és azt az
U C X halmazt, amelynek 3r€R ", hogy x, € B(x,, r)CU

az x, pont kornyezetének nevezzuk.

3.44. DEFINICIO:

Ha

f valos fuggvény

a€D,,

van olyan U kornyezet a-nak, hogy a abszolut minimumhelye az f|UmD/_ -nek
akkor

a-taz f lokalis minimumhelyének nevezzik.
Az el6z6h6z hasonléan az abszolut szélséértékhez kapcsolodd Osszes

definicidnak van lokalis megfelel§je.
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3.45. DEFINICIO:

Ha

(x, d) metrikus tér, AC X
akkor

a-taz 4 bels6 pontjanak nevezzik <« 3IrER* hogy x, EB(x,,r)C 4.

Az A halmaz belsé pontjainak halmazat 4 belsejének nevezziik és A°-rel
jeloljtik.

A-t nyilt halmaznak nevezzik <« 4°=4.

3.46. DEFINICIO:

Ha

f valds fuggveny

aED,

van olyan U kornyezete a-nak, hogy

x€EUND,, x=a esetén fx)= fla) es

x€UND,, xza esetén f(x)zf(a)
akkor

azt mondjuk, hogy f az "a" pontban lokalisan n6vekedé.

Hasonlbéan fogalmazhat6 a lokalis csokkenés és a szigoru lokalis csokkenés
definicioja is.

3.47. MEGJEGYZES:

A megfelel6 definiciokbdl kovetkezik, hogy ha f ~, a€D,, akkor f lokalisan

novekedd a-ban.

Az allitas megforditva nem igaz.

3.48. TETEL:

Legyen
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I az R intervalluma
f:I—=R
f szigoruan lokalisan néveked6 / minden pontjaban

ekkor
f szigoruan monoton novekedd.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

3.49. MEGJEGYZES:

A fenti tétel megfogalmazhaté novekedésre, és szigoru csokkenésre és

novekedésre is.

3.50. MEGJEGYZES:

Lattuk, hogy a lokalis minimum egyuttal abszolut minimuma is az illetd
fuggvény egy alkalmas lesziikitésének, de nem all fenn ez a kapcsolat a

monoton és lokalis novekedés kozott.

-1 hax€Q"NIRR"
Példa: x—1 0 hax€Q
1 hax€Q"NR*

3.51. DEFINICIO:

Ha
f,g€R — IR, a€D,ND, és van a-nak olyan U kornyezet, hogy

f|UﬂD‘/ g|UﬂDg

akkor
azt mondjuk, hogy f a-ban lokalisan ekvivalens g -vel és ezt

[~ g -vel jeléliik.
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4. SZAMSOROZATOK KONVERGENCIAJA

4.1. TETEL:

Legyen
x:IN" —= IR, n x, sorozat

ekkor
legfeljebb egy olyan a € IR |étezik, amelyre teljesul hogy
Ve€R*-hoz 3dn, €IN" hogy

n€EIN*, n>n,=|x, -a/<e¢.

BIZONYITAS:
Tegyuk fel az allitassal ellentétben, hogy da,bEX, a=b, hogy a és b

megfelel a feltételnek. Ekkor minden e € /R *-hoz In, EIN* és n, EIN * hogy
n€EIN*, n>n, esetén |x, —al<¢ és

n€IN*, n>n, esetén

-1

Legyen 0<e<——, (iyen ¢ biztosan létezik) és legyen n, = max{n,, n, |-

xn—b|<e.

Ekkor a fentiek alapjan, ha n>n, akkor |x,-a/<e és |x,-b/<e , igy

la —b|<|x, —a|+|x, - b < 2¢ . Ez azonban ellentmond ¢ valasztasanak.

4.2. MEGJEGYZES:

A 4.1. TETEL természetes modon altalanosithatd metrikus térre.

4.3. DEFINICIO:

Ha
x:IN" = IR, n x, sorozat

a€EIR

akkor
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azt mondjuk, hogy az x sorozat konvergens és hatarértéke az « € R szam, ha
Ve€R*-hoz dn,EIN", hogy

n€EIN*, n>ny=|x -a<e¢.

Ezt lim x = a jellel jeldljuk.

A nem konvergens sorozatokat divergensnek nevezzuk.

4.4. MEGJEGYZES:

(1) A 4.3. DEFINICIO a 4.1. TETEL miatt korrekt.
(2) A 4.3. DEFINICIO természetes mddon &ltalanosithatd metrikus térre.

(3) A sorozat konvergenciajanak a kovetkez6 ,atfogalmazasa” érvényes:

4.5. TETEL:

Legyen

x:IN* — IR sorozat
ekkor

limx=a < VeER" eseténaz x'(R-B(a ) véges.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

4.6. DEFINICIO:

Ha
x:IN*" — IR és
limx=0
akkor

x -et nullsorozatnak nevezzik.

4.7. TETEL:

Legyen
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x:IN" — IR, n— x, konvergens sorozat
ekkor

x korlatos.

BIZONYITAS:
Legyen a:limx és e€IR". Ekkor An, €EIN ", hogy
n€EIN*,n>n,=|x, -a|<e.
Legyen k = min{xl, v X, a-— 5} és
K = max{xl, e X, a+ 6}.

Kdénnyen belathatd, hogy & alsé korlat és K felsé korlat.

4.8. MEGJEGYZES:

A 4.7. TETEL metrikus térre valé altalanositasahoz sziikséges a korlatossag
definiciojanak altalanositasa.

4.9. DEFINICIO:

Ha
X sorozat

i indexsorozat
Akkor

az xci sorozatot az x részsorozatanak nevezzik.

4.10. TETEL:

Legyen
x:IN* — IR konvergens sorozat és a = lim x

y:IN* — IR az x részsorozata
ekkor

»y konvergens és limy=a .

BIZONYITAS:
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Mivel limx=a ezért VeER"-hoz An,EN",
n€EIN*, n>ny=|x, —a/<e¢

Ha n>n,, akkor n, <i, <i, =n, <i,, igy |(x0i)n —a|=‘xin —a‘<£.

4.11. MEGJEGYZES:

A 4.9. DEFINICIO és 4.10. TETEL altalanosithaté metrikus terekre.

4.12. TETEL:
Legyen
x:IN* — IR nullsorozat
cER
ekkor
¢x nullsorozat.
BIZONYITAS:
Ha ¢ =0 akkor az allitas nyilvanvalo.
Legyen c=0, és eER". Ekkor dn,EIN"
nEIN', n>n,=|x, <|g—|=>|c-xn <e.
C
4.13. TETEL:
Legyen
x:IN* — IR és y:IN* — IR nullsorozat
ekkor
x + y nullsorozat.
BIZONYITAS:

Legyen e€R"*.Ekkor 3n,EIN* és n, EIN" hogy n€IN", n>n =

ViR

hogy

hogy

£
X, |<—
2

n

b



2
<.

nEIN', n>n,= 5

yl’l
Legyen n, := max{nl, nz}.

Ekkor nEIN*, n>n, =>|(x+y)n|=

<

+

xn +yn xl‘l

<fi il
Yn D) .

4.14. TETEL:

Legyen
x:IN* — IR nullsorozat
y:IN* — IR Korlatos sorozat
ekkor

xy nullsorozat.

BIZONYITAS:
Mivel y korlatos, ezért IKER* hogy |y,|<K (rEeN*).

Legyen ezutdn e€R*. Mivel x nullsorozat, ezért In,EIN* hogy

£
neEIN", n>n,= <

X

n

Ebbdl azonban kévetkezik, hogy n€IN *, n>n, = |(x),

xnyn|<%K=8 .

4.15. DEFINICIO:
Ha
x:IN* =R, y:IN* = R!
akkor

¥ majoralja x-et < VnEIN " :

X, =Y,-
(Akkor is hasznaljuk ezt a kifejezést, ha az egyenl6tlenseég csak bizonyos n, -

tol kezdve all fenn.)
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4.16. TETEL:

Legyen
Y az x majorald sorozata és

v nullsorozat

ekkor
x nullsorozat.
BIZONYITAS:
Mivel y nullsorozat és R CIR; ezért VeER"-hoz 3In,EIN" hogy
nEIN', n>n,=0=<y, <¢.
Mivel azonban |x,| < y, ezért a fentibél |x,| < ¢ kovetkezik.
417. TETEL:
Legyen
x:IN* — IR konvergens €s g =lim x
y:IN* — IR konvergens és b =1lim y
ceER
ekkor
(1) ¢-x konvergens és limcx=c-a
(2) x+y konvergens és limx+y=a+b
(3) x-y konvergens és limxy=a-b
BIZONYITAS:

(1) és (2) egyszerl kovetkezménye 4.12.-nek és 4.13.-nak.
(3) Megmutatjuk, hogy az (x,y, — ab) nullsorozat:
(x,y, —ab)=(y,(x, —a)+a(y, - b)) nullsorozat.

Ugyanis a jobb oldali els6 sorozat egy nullsorozat és egy korlatos
sorozat szorzata, a masodik pedig egy valdés szam és egy nullsorozat

szorzata, igy maga is nullsorozat.
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4.18. TETEL:

Legyen
y:IN* — IR konvergens és lim y =b=0

ekkor

1 .
az — sorozat konvergens és

BIZONYITAS:

Legyen e€R", ekkor 3n, EIN*, hogy

. Ly b’
nelN", n>n0=yn—b|<— és yn—b|<8-—
2 2
U
b—H< b H
VY, < +
U
1
—1b
yn>2||
Ezutan
1 1‘ v.-b &b’
— == < =¢
oo bl [pl [yl 20830
4.19. TETEL:
Legyen

x:IN* — IR konvergens szamsorozat €s a = lim x

ekkor

VkEZ esetén xj) is konvergens és lim xj;=a.

BIZONYITAS:
Gyakorlat.
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4.20. TETEL:
Legyen
x:IN" = IR, z:IN'" — IR konvergens
lim x =lim z
y:IN* — IR olyan,hogy x<y=z
ekkor

»y konvergens és lim x = lim y = lim z

BIZONYITAS:
Legyen a =lim x és EER". Ekkor dn,EN" hogy
n€EIN*, n>ny=|x,—al<eés|z,-d<e¢.

lgy a-e<x,, z,<a+e=a-e<x,<y,<z,<a+e=|y, -dl<c.

4.21. TETEL:

Legyen

x:IN* — IR monoton noveked6 [csOkkend]
és (felulrdl [alulrol]) korlatos
ekkor

x konvergens és lim x =supR, [lim x = inf ]

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

4.22. TETEL (Bernoulli egyenlétlenség):

Legyen
neEIN* és helR, h>-1
ekkor

(1+h) =1+nh

BIZONYITAS:
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Teljes indukcidval:

n =1 esetben az allitas nyilvanvaloan teljesul.

Tegyuk fel, hogy az allitas teljesul valamely n€IN * esetén:
(1+nh)<(1+h)" ebbdl (1+h)-val valo szorzassal adodik, hogy
(1+nh)1+h)<(1+Rr)"

1+ (n+1)h+nh* <(1+h)"" ebbsl pedig kdvetkezik, hogy
+(m+h=1+hn)".

4.23. PELDA:

Legyen g€ 1,1

ekkor az a = (q”)neW sorozat nullsorozat.

BIZONYITAS:

Nyilvan elegendé a th l[ esetre korlatozdédni, ugyanis ¢ =0 esetben az

allités nyilvanvaloan teliestl, ¢€ |10 esetben pedig |g"|=|q" és itt mar

1
Legyen g€, 1[. Ekkor IhER" hogy ¢ =+

A Bernoulli egyenlétlenség alkalmazasaval kapjuk, hogy Vn €IV © esetben
) 1 1 1

= < < —
(1+h) ~ 1+nh nh

4.24. PELDA:

Legyen

ekkor

gl

a, =l+q+...+4q" neEIN"

) 1
limag=——-.
l-¢

SN



BIZONYITAS:

1_qn+l ~ 1 _ 1
l-g 1-q 1l-¢q

n+l

q

Legyen nEIN *, ekkor Zqi =

Konnyen belathatd, hogy qem—]—l, 1[ esetben a szdéban forgé sorozat

divergens.

4.25. PELDA:
Legyen
a€IR;

ekkor

lim (a )= 1.

BIZONYITAS:

(1) a =1 esetben nyilvanvalo

(2) a>1

h, :=%—1>0=a=(l+hn)" =1l+n-h, =>a—_12hn =>1im(hn)=0-
n

(3) 0<a<l

=

a n

w=l>1:ﬁm&W3=h:nm(1)=hm@Eﬁdx

4.26. PELDA:
lim(3/n )=1

BIZONYITAS:
Legyen h =4n-1 és n=2 ekkor h >0 és

n=a+@y21+@yn+@y;>@y;=”W‘”h;=wn<¢g;:nmmg=0ﬂ

2
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4.27. PELDA:

Legyen

acER”
ekkor

BIZONYITAS:
Legyen k€IN* ugy, hogy k > a.

Ekkor ¢ = %e b. 1.

Legyen n€EIN*, n>k: a

k n

Legyen b:=%q'k , ekkor 0 =< a| <b-q".
: n!

Ez pedig a kozrefogasi szabaly miatt az allitast bizonyitja.[]

4.28. PELDA:

(1)  Legyen
k,nEIN', ksn
ekkor
k 2
(l+l) <1+E+k—2_
n n o n

n

(2) nEl]\/+=(1+l) <3,

n

BIZONYITAS:

(1) & szerinti teljes indukcioval bizonyithatd
(2) az (1)-bdl kovetkezik.
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4.29. TETEL:

n

(1) Az

[+

n+l
(1 + —) ) sorozat szigoruan monoton csokkené.

) sorozat szigoruan monoton névekedd.

2) Az
n

(3) Létezik és egyertelmien meghatarozott egy olyan e€ IR, amelyre
n n+l
(1+l) <e<(l+l) (nEW+)
n n

feltétel teljesdul.

BIZONYITAS:

(1) A szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenségbél kovetkezik.

l n n+l
(2) Ekvivalens (1——) <(1——1) -nel, ami szintén kdvetkezik a szamtani
n n+

és mertani kozép kozotti egyenldtlenségbdl.

n n+l

1
(3) Mindenesetre (1+—) < (1+—) , tehat e létezik, masrészt
n n

n+l n n
0<(1+l) _(1+l) =(1+l) LIPEVLEES
n n n n n n

4.30. TETEL:
Legyen
(a,.b,]) .. egymasba skatulyazott intervallumsorozat
(vagyis n€IN* =[a,,b,]2]a,...b,,,]), és lim(p, —a,)=0

ekkor

létezik pontosan egy £€ R, amelyre §Eﬂ[an,bn].

n=1

BIZONYITAS:

A Cantor axioma miatt csak az egyértelmiség bizonyitando.
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Tegyuk fel indirekt, hogy létezik olyan ‘L'Eﬂ[an, bn], amelyre £=7.

n=1

Ekkor minden nEIN * esetén
O<|§—r|sbn -a,.

Ez azonban ellentmond annak, hogy b, —a, nullsorozat.

4.31. DEFINICIO:

Ha
(X, d) metrikus tér
ACX, a€X,
akkor
"q" torlodasi pontja 4-nak < "¢" minden U komyezetére: U N (4\{a})= @ .
Az A torlédasi pontjainak halmazat A4'-val jeloljik és A4 derivalt halmazanak
nevezzuk.

4.32. BOLZANO — WEIERSTRASS TETEL:

Legyen
AC IR végtelen és korlatos
ekkor

4-nak van torlédasi pontja, vagyis A4'= O .

BIZONYITAS:
(1) Definialunk egy egymasba skatulyazott, zart intervallumsorozatot:
Mivel 4 korlatos, ezért van olyan a,, b, ER, hogy
ACla,, b, ]
Legyen [a,,b] az [a,,b,]-nak az a fele’, amelynek A-val valo

metszete végtelen.
Folytassuk ezt az eljarast, tehat
[a b ]ﬂ A

n*~n

végtelen sok elemet tartalmaz minden n€ NV * esetén.
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Mivel b, —a, =b12_—n"l ezért lim(b, -a,)=0, igy a Cantor tétel
szerint |étezik pontosan
egy &(=lim(a )=lim(» ))ER, amelyre E€[a, b,] nEN".

(2) € torlédasi pontja A-nak

Legyen e€R"
£=lim(a,)=3In, EIN* hogy nEN*,n>n, =

a,-&<e
E=1lim(p,)=3n, EIN* ,hogy n€EIN*,n>n, =b, - & <¢.

Legyen n, := max{nl, nz}

n€EIN*, n>n,=a,EBEe), b EBE e)=[a,, b |CBE )=
=a,,b |N4ACB(E )N 4.

Mivel [a,,b ]N 4 végtelen, igy B(&, ¢)N 4 is végtelen, tehat £ torlodasi

pontja 4-nak.

4.33. BOLZANO-WEIERSTRASS féle kivalasztasi TETEL:
Legyen

x:IN* — IR korlatos sorozat
ekkor

x -nek van konvergens részsorozata.

BIZONYITAS:

Legyen x korlatos = R _ korlatos.
(I)Rx véges
Ekkor kell R_-nek olyan elemének lennie, amely a sorozat végtelen sok
elemével egyenld, vagyis
AcER,, hogy x'({c})c IV * végtelen.

Legyen i, :=min x'l({c})

i, =min(x(fc)-{ir..ni,}) neEN* -{i}.
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Nyilvanvalé, hogy (i, ) indexsorozat és a i allandd, hiszen
(xoi)(n)=xi =cC.

(2) R végtelen

Ekkor mivel R_ korlatos, az el6z6 tétel szerint van torlédasi pontja: Legyen
ez a€ER, .

Ekkor azonban Ve € R * esetén
x7'(B(a, £)) végtelen.

Legyen i, €x”'(B(a,1)) és

i, €x'(Ble, 1)N max{i,, ..., i, }, =)

(més széval (i ) legyen monoton névekeds).

Azt allitjuk, hogy x o i konvergens és limxoi = a.

(xoifn)-af=|x, -a|< 1 vagyis (l) sorozat majordlia az (x, -«)
n n

sorozatot, tehat

lim(xi” )= a.

4.34. DEFINICIO:

Ha
ACIR

akkor

A zart < A4 nyilt.

4.35. TETEL:

Legyen
ACIR

SA



ekkor
A zart < A'C 4.

4.36. DEFINICIO:

Ha
x:IN*" = R
akkor

Ve€ER" —hoz3An,EIN ", hogy

X —X

n m

x Canchy sorozat < {
<é&

n,mEIN", n,m>n, =

((—1)" + 1) J sorozat nem Canchy sorozat.

4.38. TETEL:

Legyen
x:IN* — IR konvergens
ekkor

x Canchy sorozat.

BIZONYITAS:

Legyen a:=limx és cER".

Ekkor 3n, EIN ", hogy kEIN*, k >n, esetén |x, —a|<§.

X —xm|s|xn—a|+|a—xm|<£+ =¢

£
nnmEIN", n,m>n,, ) —
2 2

Eszerint, ha akkor

0
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4.39. MEGJEGYZES:

Az el6z6 tétel altalanosithatd metrikus terekre.

4.40. TETEL:

Legyen

x:IN* — IR Canchy sorozat
ekkor

x konvergens.

BIZONYITAS:

(1) Ha x Canchy sorozat, akkor korlatos :

Legyen ¢:=1 n,EIN pedig az ¢ =1-hez tartoz6 kuszobszam.

Ez azt jelenti, hogy n, m > n, =

<1.

X —X

n m

Legyen m:=n, +1. EKkor n > n, esetén

x,-x, |<1,

1

vagyis x, EB(anH ,1), ezen kivul a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja

van, tehat korlatos.

(2) Ha x korlatos, akkor van konvergens részsorozata, — vagyis van olyan i

indexsorozat, hogy xci konvergens.
Legyen a:=limxoi. Eszerint e€R"-hoz In, €N ",

hogy n€EIN*, n>n, esetén
R I
((eei)r)-d] < £

Mivel x Canchy sorozat, ezért In, EIN *,

hogy m,n > n, esetén

) x{m] < .
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Legyen n, := max{nl,nz}. Ekkor n€IN*, n>n, esetén i(n)= n(nEﬂV*)

miatt
|x(n)— (x o l)(nx <—
Ez azonban azt jelenti, hogy

|x(n)—a|s|x(n)—(xoi)(n} |(xoz)(n) a|<—+5—8 [

4.41. MEGJEGYZES:

Az el6z6 tétel nem érvényes metrikus terekben.

4.42. DEFINICIO:

Azt a metrikus teret, amelyben minden Canchy sorozat konvergens, teljesnek

nevezzuk.
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5. TAGABB ERTELEMBEN VETT KONVERGENCIA

5.1. DEFINICIO:

Ha
x:IN* — IR divergens és
Ve€R*-hoz An,EIN ¥, hogy
n€EIN " ,n>n,=x, >¢ [xn <—£]
akkor
azt mondjuk, hogy x tagabb értelemben konvergens, és tagabb értelemben

vett hatarértéke + 00[— 00]. Azt is mondjuk, hogy x a «-hez [— % —hez] divergal.

Jeldlés limx=oc  [limx = —o]
5.2. TETEL:
Legyen
x:IN* — IR monoton novekedd [csOkkend] és felulrdl [alulrdl] nem korlatos
ekkor
limx = +o0 [tim x = —o0]
BIZONYITAS:
Nyilvanvalo.

5.3. MEGJEGYZES:

Nyilvanvald, hogy
limx =+ < lim(— x) = —00

Ezért barmely a + « -re érvényes allitasbol adodik egy megfeleld allitas - « -re.

5.4. TETEL:

Legyen

AN



x:IN" = IR, y:IN" = IR, z:IN" = R

z részsorozata x-nek

ekkor

(9)

limx=0 = limz=0o®

limx =0 ¢és y korlitos = 1im(x+y)=+oo

limx=0 és limy=o = lim(x+y)=+», lim(xy)=oo
limx=0 és limy=bER = lim(x+y)=+0
limx=0 és cER" = lim(cx)=+oo

limx =+ és limy=bER" = lim (xy)=+o

x korlatos és (lim y=o vagy limy = —00) = limX=0
y

x,>0, limx=0 = liml=oo
X

. T | o1
lim x = 0 -bol nem kdvetkezik lim — = © sem lim — = - |
X X

BIZONYITAS:
Gyakorlat.

5.5. PELDA:

lgazoljuk, hogy

lim@=+00_

n

Legyen a€R*. Mivel (a—) nullsorozat, ezért 1€R"-hoz 3dn,€EIN" hogy

n!

n

neN", n>n0:>O<a—<l:>a<W_|:|

5.6. DEFINICIO:

Legyen

n!
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R =R U{—OO,+0°} ugy hogy
-0 <o €S

minden x&€ IR esetében

— V<X <X,
5.7. DEFINICIO:
Ha
a€ER és rER*
akkor a
]a—r,a+r[ ha a€R
B(a,r):= [ —00,—l [ ha a=-
r
]
—, 4+ ha a=+w
r
B(a, r) halmazt az a pont » sugaru kornyezetének nevezzik.
5.8. DEFINICIO:
Ha
ACIR, A=Q
akkor a
heR |kER | szamotaz 4 alsé [felsé] hataranak nevezziik, ha
1) VxEA=x=h [xsk]
2) Vh* >h lk* < kJ esetén van olyan x& 4, hogy x<#h’ [x > k*J
Az A4 alsé ill. fels6 hatarat most is inf 4 ill. sup 4 jellel jeloljlk.
5.9. TETEL:
Legyen

ACIR, A=J
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Ekkor

A-nak van also6 és fels6 hatara.
BIZONYITAS:
Nyilvanvalo.
5.10. DEFINICIO:

Ha

akkor

limx=a < Ve€R" -hoz In,EIN* :nEIN*, n>n,=x, EB(a,¢).

5.11. MEGJEGYZES:

(1) A fenti definicio a 4.3. és 5.1. DEFINICIO altalanositasa.

(2) A fenti definicid korrektsége is bizonyithatd, hasonléan a 4.1. TETEL-hez,

ehhez azonban szilkséges az IR-ban metrikat definialni. Ezt példaul a
kovetkez6 modon tehetjuk:

Legyen
-1 ha x=-x
/R — R, fo(x):= X ha xER
1+|x|
1 ha x=+©
Es

d: R xﬂ%—>m, (x,y)l—>c;'(X,y)Z=|f(X)—f()’X

Belathats, hogy ekkor |

~

; c?) metrikus ter.

5.12. DEFINICIO:

Ha

ACIR, a€ IR

AR



akkor
a torlédasi pontja 4-nak <> VrER* esetén (Bla, r)\faf)N 4 =D .
Az A torlédasi pontjainak halmazat A4'-vel jeldljuk és A derivalt halmazanak

nevezzuk.

5.13. DEFINICIO:

Ha
x:IN*" — IR és
a:IN* - R, nra, = inf{xn,xn+1, }
b:IN* - R, ni>b, = sup{xn,xn+1, }
akkor
limx = lima
limx := limb
A limx illetve limx értékeket az x szamsorozat felss, illetve alsé

hatarértékének nevezzik. Hasznalatosak a limsupx:=limx, illetve

liminf x := limx jel6lések is.

5.14. TETEL:

Legyen
x:IN" —= IR
ekkor
Alimx és Ilimx
és

ansﬁnx (1)

BIZONYITAS:
Legyen

a, :=inf{xk,xk+l,...} (kElN*)
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b, = sup{xk, Xis } (kElN+)
mivel

Lot Y C b, ) ezér

a, <a,, <b, <b, (ken+), igy

—©0=qg <..sa,<..sb =s..<b s+x (2)

(4) limx létezése (ami ekvivalens lima létezésével)

(a) eset: IkEIN*, amelyre a, =-2=VnEIN " :aq, = -, ugyanis (2) miatt a
k-nal kisebb index( tagok egyenl6k -« -nel, a k-nal nagyobb indexi tagok
kozil jeldljon egyet a, (m > k).

Ha a, = -, akkor inf{x,,x,,,...}>-, tehdt az (a,_,) sorozat alulrdl
korlatos, ekkor mivel (a,) alulrdl nem korlatos, ezért k és m kozott
valamelyik / indexre x, = —okell hogy teljesiljon, ez azonban lehetetlen
mivel x:IN* — IR tipusu sorozat.

(b) eset: VKEIN " :a, ER

Ekkor két lehet6ség van:

(1) (a,) felllrdl korlatos = lima € R
2)  (a,) feltlrdl nem korlatos = lima = %

Tehat limx |étezik és —© < limx < +o

(B) limx [létezését hasonloan bizonyitjuk

(C) az egyenlbtlenség bizonyitasa

(@) limxER, limxER = (2) miatt teljesil

(b) limx=-o vagy limx=+®  akkor szintén (2) miatt fennall
(c) limx = +%0 = limx = +o0
(d) Ex=—w©Mx=—wD
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5.15. TETEL:

Legyen
x:IN*" =R, limx=A€R, e€ER"
H:={k€ﬂ\7+ X, sA—s}

ekkor

H véges.

BIZONYITAS:
Az (1) miatt Ve€R*-hoz dn,€IN" ,hogy kEIN", k>ny=A-e<a,<A4.
Az a, definicioja miatt £ >n, = 4-¢ < x, isigaz.

Tehat x, < 4—¢ csak kE{, ..., n, | esetekben allhat fenn. ]

5.16. TETEL:

Legyen
x:IN* =R, limx=BER, ¢ER"*
H:={k€ﬂV*:B+gsxk}

ekkor

H véges.

BIZONYITAS:
Gyakorlat. []

5.17. DEFINICIO:

Ha
x:IN* >R, cER ésa
H(c,e)=fEN" :x, €Blc, &)
(e (c, £)=x"(B(c, £)NR,))
halmaz Ve € R * esetén megszamlalhatéan végtelen szamossagu,
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akkor

¢ -t az x sorozat torlédasi helyének nevezzuk.

5.18. ALLITAS:

Legyen
x:IN* =R, cER
ekkor

Ay részsorozata x-nek, hogy

¢ torlédasi helye x -nek ¢>{‘
limy=c

BIZONYITAS:

Nyilvanvalé. []

5.19. MEGJEGYZES:

Ha
x:IN* >R, cER
akkor
+ % torlodasi helye x-nek < x felllr6l nem korlatos
- torlédasi helye x-nek < x alulrdl nem korlatos.
BIZONYITAS:
Nyilvanvalo.
5.20. TETEL:
Legyen
x:IN" — R
ekkor
limx és limx torlédasi helye x-nek és
ha ¢ torlédasi helye x-nek
akkor
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limx <c=<limx

BIZONYITAS:
Mindkét allitas elsé részét bizonyitjuk.
Legyen 4:=limx

1. eset: x alulrél nem korlatos.

Ekkor - oo torlédasi helye x-nek.

Ugyanakkor 5.14.-ben bizonyitottuk, hogy a, = —oo(kEﬂ\F), tehat lim x, = - .

A limx = ¢ nyilvanvaléan teljesdl.

2. eset: x alulrél korlatos.

Ekkor lima = A€ R, vagy lima = A = +.
(2.1) Legyen AER

Ekkor minden ¢e€R*-hoz dn,€EIN", hogy n€EIN", n>n,=>A-¢e<a, <A, mivel
(a,) monoton névekeds.
Az (a,) definiciéja miatt a, < x,, igy n€EIN"*, n>n,= A-¢£<x,.

Tegyuk fel indirekt, hogy ¢ < 4, ahol ¢ az x torlédasi helye.

#

A- A-
Legyen €=Tc,ekkor Hx(c, 26) =IN",

Mivel limx = A4 ezért az 5.15. miatt a

A-c +c

H:={k€ﬂv+ X, < A-

}= {keﬂ\f+ X, < 4 } halmaz szamossaga véges.

A-c

H. értelmezésébdl azonban kévetkezik, hogy Hx(c, )c H.

Ez azonban ellentmondas.
Az el6z8ekbél az is lathatd, hogy H (4,¢)' =IN* (¢ €R*) tehat 4 az x torlédasi
helye (hiszen n€EIN™, n>n,= A-¢<x,).

(2-2) Legyen most a =+

Ez azt jelenti, hogy lim(a, )=+ =Ve€ER" :An,EIN* :nEIN*, n>n,=>a, >¢.

AR



igy x, > &= limx = +0 = +oo torlédasi helye x-nek és mas torlédasi helye nincs.
Mivel lim(a, )= +o ezért sem valds szam, sem —x nem lehet egyenld limx -szel, igy

limx = +© .

5.21. TETEL:

Legyen
x:IN" = IR
ekkor

limx = limx(= 4) < x konvergens és limx = 4.

BIZONYITAS:

(@)=

(b) Tegyiik fel, hogy limx = limx = 4 és legyen eER " .

(c)Ekkora H=%EN':x, =Ad-¢fésa

(d) K = {kElN+ A+ e s xk} halmazok szamossaga véges, igy HUK is
véges, tehat n, == max(H UK)EIN * .

(e) Tehat nEIN*, n>n,=n&H, nEK=A-¢<x, <A+£=>|xn —A|<8.

(f) (b) =

(9) Tegyik fel, hogy x konvergens és limx = 4, és legyen ¢€R " . Ekkor dn,€EIN ",

hogy n€EN', n>ny=(x, —A)<e < A-s<x, <A+e. Ekkor azonban

A-e<a,<sb, <A+e=lima=4, limb=A4=limx =4, limx = 4.
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6. NUMERIKUS SOROK

6.1. DEFINICIO:

legyen

S:RY = R", xl—)E(x):=(2x[)

A 3 (x) sorozata Y lekeépzés altal az (x,) szamsorozathoz rendelt szamsorozat,

neN *

amelyet az (v, ) szamsorozat elemeibél képzett numerikus sornak neveziink és Y x-
szel jelolunk. Ha a E(x) szamsorozat konvergens és hatarértéke a € IR, akkor azt

mondjuk, hogy az (x,) szadmsorozat elemeibél képezett Ex numerikus sor

konvergens és 0sszege "a".

Ezt igy jeldljiik:

6.2. MEGJEGYZES:

El6fordulhat, hogy az eredeti sorozat elemeit célszer(l volna nullatol indexezni. Ez azt
jelenti, hogy nem IN* — [R, hanem IN — [R tipusu fuggvenybdl indulunk ki. llyen

esetben is értelmezzik a E leképzést (értelemszeriien) és ekkor Z -val jeloljuk.

6.3. TETEL:

A E: RY — R"" leképzés bijekcio.
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6.4. MEGJEGYZES:

Az elbz6 tétel miatt a valos és komplex sorozatokra vonatkozo definiciok és tételek
természetesen a sorokra is érvényesek. Ezek kozul a konvergenciot fogalmaztuk
meg a 6.1.-ben és a tovabbiakban néhany fontosabbat fogalmazunk meg.

(Nem fogalmazzuk meg kulon a divergenciat, a Canchy tulajdonsagot, ...)

6.5. TETEL:

legyen
x:IN" — IR
Eax konvergens
ekkor
limx=0.

BIZONYITAS:

Mivel Ex konvergens, ezért a Canchy-féle konvergencia kritérium szerint minden

e EIR"-hoz létezik olyan n, €IN " hogy n,mEIN*, n, >m>n, esetén

n

5

i=m+1

=[x, +... x| <e

legyen most n:=m+1>n, . Ekkor minden n > n, :=n, +1 esetén

| <e.
6.6. DEFINICIO:
ha
x:IN" = R

akkor legyen

Ex abszolut konvergens < E|x| konvergens.
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6.7. TETEL:

legyen

x:IN" = R

Ex abszolut konvergens
ekkor

Ex konvergens.

BIZONYITAS:

n n
s, = Zxk r, = Z|xk|
=1 =1

(r) konvergens =(r,) Canchy sorozat: Ve€R*:In,EIN*, hogy
n,mEIN" :n,m>n, = .

r, —r,|<e.Legyen n<m.

m m
Exk 52|xk|=rm -r, <E.
=1

k=n+1
Eszerint (s, ) Canchy sorozat = (s, ) konvergens, mivel R teljes.

ekkor s, -,

6.8. TETEL: (Majorans kritérium)

legyen
x:IN" — IR
a:IN” e[O,OO[

ekkor

X, |=Q,

(1) = Ex abszolut konvergens
E a konvergens

x,|=za,

(2)

= Ex nem abszolut konvergens
E a nem konvergens

BIZONYITAS:

a:IN* —[0,%[= Y a monoton novekedd
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(1)

E a konvergens = E a korlatos

=31KER" :VnEIN™ :(Ea) =<K=

(2)

6.9. PELDAK:

(1)

n

= (Y1x1) =k = Y| monoton novekeds, feliirsl korlatos = 3'|x]

konvergens.

Tegyuk fel indirekt, hogy Ex abszolut konvergens = E|x| konvergens
= 2|x| korlatos = Ea korlatos = Ea konvergens (mert

Ea monoton ndvekedd), ez azonban ellentmondas. []

Ha ¢E€R, n—x,:=q", akkor a 2x1=2q" numerikus  sort

geometriai sornak nevezzuk.
- 1
Ha |¢| <1 akkor an =
l-¢

Ha |g| =1 akkor E(g) nem konvergens.

A 2 (l) sort harmonikus sornak nevezzuk.
n

A harmonikus sor divergens.

6.10. TETEL: (CAUCHY-FELE GYOKKRITERIUM)

legyen

x:IN"—= R

ekkor

(1)
(2)

liTn([an )< 1= ¥ x abszolut konvergens

lim(]xn|%)> 1= Ex divergens.

BIZONYITAS:
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(1) Legyen a:= h_m([xr) és qE]a, 1[, ekkor véges sok n-t0l eltekintve

1

p
xl’l

<gq=|x,[<¢q" = Y|x| konvergens.

(2) A feltételbdl kovetkezik, hogy végtelen sok n-re i>l, ezért limx

X

n

vagy nem létezik, vagy nem egyenl6 O-val, ezért Ex nem konvergens.

[

6.11. TETEL: (O’ALAMBERT-FELE HANYADOSKRITERIUM)

legyen
x:IN* — R\{o}

ekkor

(1) th( al ]< 1= Ex abszolut konvergens

(2) h_m( Al ] >1= Ex divergens.

BIZONYITAS:

'xn+l

X

n

(1)  Legyen a:= En(

] és q€ . 1[, ekkor An, EIN ", hogy nEIN *,

X 1-
n>n, =" <qg=|x,, T

ny

<q|xn|<...<q

= E x| konvergens.

n

X

(2)  Legyen b= h_m( ozl

] és qE]l,b[, ekkor dn, EIN* , hogy nEIN *,

n

X i}
n>n, =" >qg= n+l=no

X, X >‘xno‘, tehat limx vagy nem

ny

>4

n

letezik, vagy nem egyenl6 O-val = Ex nem konvergens. []

6.12. MEGJEGYZES:

ha

74



x:IN* =R és
ﬁn([xn|37)=l vagy
x:IN* — R\{o} és
Zntl)

ol

Ex konvergenciaja csak tovabbi vizsgalattal donthet6 el.

xn+l

)sl vagy1<ﬁn(

n n

akkor

6.13. TETEL:

legyen
x:IN* — IR monoton fogyo és
lim(x,)=0
ekkor az
(2 (-1)x, ) sor konvergens.
BIZONYITAS:

Gyakorlat.
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7. FOLYTONOSSAG

7.1. DEFINICIO:

Ha
f valos fuggvény
x €D, és
minden e€R*-hoz A6 E€R ", hogy
x€D,, |x—x0| <0= |f(x)—f(xol <& (*)
akkor
f-et az x,€ED, pontban folytonosnak nevezzik és ezt az fEC[xO] jellel

jeloljiik.

7.2. MEGJEGYZES:
Nyilvanvald, hogy (+) atfogalmazhato:
[(B(x,,8))N D, C B(f(x, ) £) vagy

B(x, 6)n D, C 17 (B(f(x,) €)).

7.3. MEGJEGYZES:

1. A definiciébdl kovetkezik, hogy egy fuggvény csak az eértelmezési
tartomanyanak valamely pontjaban lehet folytonos.

2. Az f€C]x,]jel tehat azt jelenti, hogy:
fER — R
xo €D,

f folytonos x,-ban.

7.4. TETEL:

Legyen
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fER — R
ekkor

fECdx,]e VeER" -hoz I6ER ", hogy

X, yEB(xO, 5)ﬂDf :>|f(x)—f(y) <E.

BIZONYITAS: =
Legyen fE€C[x,]és e€R", ekkor

g-héz I5ER", hogy

uEB(xO, 5)ﬂDf|f(u)—f(x0] <§.

Legyen x, yE€ B(x,,8)ND,, ekkor

u=x és u=y szereposztassal:

)= ) =)= 1)+ £ )= F ) < S+ 5 =6
-
Legyen y:=x,.
7.5. DEFINICIO:
Ha
fER — R
x €D, NnFe,x, ] ND,
akkor
£ balrdl folytonos x,-ban < f/D, N }-o, x,J€Cx,].
Ezt fEC [x,]-val jeldljik.
7.6. DEFINICIO:
Ha

fER — R
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%, €(D, Nx,. =) N D,
akkor
f jobbrél folytonos x,-ban < f/D, N[x,,=[€[x,].

Ezt fEC,[x,]-val jeldljik.

7.7. ALLITAS:

Ha
fER —R, x,ED;

akkor
fEC[x0]©fEC_[x0] és fEC+[x0]'

BIZONYITAS:

7.8. DEFINICIO:

Ha
A€R, x,€R
akkor

x, izolalt pontja 4-nak < IreR*

B(xo, r)ﬂA = {xo}.

7.9. ALLITAS:

Legyen
SER — R, x, izolaltpontja D,-nek
ekkor

fredx,].

BIZONYITAS:
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7.10. MEGJEGYZES:

Az el6z6 allitas szerint barmely véges (szamossagu) halmazon értelmezett valos

fuggvény és barmely valés szamsorozat folytonos.

7.11. TETEL:

Legyen
fER — R

X €D,
ekkor

ceERMN
fECx, )= R.ED, l=Tlimfox=f(x,)

limx = x,

BIZONYITAS:

=

Legyen fE€C[x,]és xER™" olyan, hogy R, CD, és limx = x,.
Legyen e€ER* =35ER ", hogy yEB(xo,é)ﬂDf = f(y)eB(f(x,). )
limx=a=3n,EIN* hogy n€IN*, n>n, esetén x, €B(x,, )

R, CD, miatt x, ED, ezért nEIN", n>n, esetén f(x,)EB(f(x,) ¢).

=
xERY

Tegyik fel indirekt, hogy R, C D, | = lim fox = f(x,) és mégis /&Clx, ].
limx = x,

Ez utébbi azt jelenti, hogy 3eE€R ™ hogy VOEIR" esetén EIyEB(xO, cS)ﬂ D,,

amelyre |f(y)- f(x,) = ¢ all fenn.

1
Mivel 6 EIR* tetszbleges, ezért legyen 0 := —, a hozza tartozé y pedig legyen
n
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n

igy tehat VnEIV * esetén Ix, EB(xO, l)ﬂDf, hogy |/ (x,)- f(x, )= €.

Legyen x:=(x, )new.Ez az x sorozat olyan amelyre igaz, hogy R, CD, és

limx = x,, ugyanakkor lim(/(x,))= 1 (x,).

7.12. TETEL:
Legyen
fER — R
x€D,ND,
ekkor
eER"N
fEC[xO]c» R ED, —{xo} = lim fox = f(x,).
limx = x,
BIZONYITAS:

Ha x, €D, N D, , akkor
fEClx, ] VYeER" -hoz ASER ", hogy

ye(B(xo:é)_{xo})me :>|f(y)_f(xox< €.

Ezek utan az el6z6 tétel bizonyitasa megismételhetd.

7.13. TETEL:
Legyen
fex,]

WER, f(xo)>YO[f(xo)<yo]
ekkor

35ER" :xEB(x,, )N D, = f(x)> y, [ (x)< ]

BIZONYITAS:
Legyen
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SEh f(xo)—yo[, ekkor fEC[xO] miatt
A6ER " :xEB(x,, )N D, =|f(x)- flx, ) <& < fxy)- vy

Ezért _(f(xo)_yo)<f(x)_f(x0)<f(XO)_yO

U
Vo < f(x)
7.14. DEFINICIO:
Ha
fER — R
X, ED,
fl)>0  [r(x)<0]
akkor
f az x,-ban de€R ", hogy
=
lokalisan jeltartd xE€B(x,,£)ND, = f(x)>0 [f(x)<0]

7.15. KOVETKEZMENY:
Legyen
redx,]és flx,)=0
ekkor

f lokalisan jeltarto x,-ban.

BIZONYITAS:

7.16. DEFINICIO:

Ha
fER - R

x, €D, UD,
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akkor

f az x,-ban dkeR*, SER", hogy
=
lokalisan korlatos Vx€B(x,, 0)ND, =|f(x) <k
7.17. TETEL:
Legyen
feclx]
ekkor

f lokalisan korlatos x,-ban.

BIZONYITAS:
feClx,]=36€R", hogy
x€B(x,, 0)ND, =|f(x)- flx,)<1.
Legyen k:=|f(x,)+1.

Ekkor x€B(x,, )N D, = |f(x) <k

7.18. TETEL:
Legyen
fe€dx,]

ekkor

|f|€C[x0].

BIZONYITAS:
Legyen ce€R "

fEC[x0]=>EI§ER+,hogy xEB(xo,é)ﬂD\=>|f(x)—f(x01<g.
Minden x,x, €D, esetén | f|(x)-|f](x,) = | £ () =/ (x, )| = | (x) - £lx, )
ezert

xEB(xO,cS)ﬂDf=>Hf|(x)—|f|(x0X<g.
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7.19. TETEL:

Legyen
gEC[xolg(x0)¢O

ekkor

1 . .
— az x, pontban lokalisan korlatos.
g

BIZONYITAS:

Legyen ¢ € |0,

|g(xox .
2

Az elézé allitas szerint |g|€C[x, |, ezért ISER ™,
hogyxEB(xo, 5)ﬂ D, = Hg|(x)—|g|(x01 < &, vagyis

_180) ey letre)

2
U

|g(x0 X < |g(XX

2

Legyen k := L)‘ ekkor

|g(x0
xE€B(x,, 5)ﬂDf :; <k.

lg(x)

7.20. DEFINICIO:

Ha
X, YCR, x,€X

akkor

XCY < AU kérnyezete x,-nak UNX CUNY .

(X az x, pontban lokalisan szlikebb Y -nal).
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7.21. TETEL:

Legyen
f,e€R — R

gEChd
D,CD, (35 €R" :B(x,.8,)ND, C B(x,.,)ND,)
39, eb, 51[ és kER", hogy

XEB(xoa 52)me :>|f(x)_f(on = k|g(x)—g(x0)
ekkor

S C[xo ]
BIZONYITAS:

Legyen e€R".

gEC[xO] miatt %—hoz 356}), 52[CH2*, hogy

xEB(xO, (5)ﬂDg = |g(x)—g(x01 <%

0 <0, miatt xEB(xo,é)ﬂDf :>|f(x)—f(xo]sk|g(x)—g(x0)<k-%=g_

7.22. MEGJEGYZES:

Az elbz6 tételt ,pontbeli folytonossagra vonatkozé majorans kritérium”-nak nevezik.
A g:=j specialis esetet pedig az x, pontra vonatkoz6 Lipschitz-féle korlatos
feltételnek nevezzuk.

XEB(x,, 8,)ND, =|f(x)- f(x,) < klx — x|

7.23. ALLITAS:

Legyen
fEC[xO]
ACD,, x,€4
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ekkor
f/AEC[xo]'

BIZONYITAS:

7.24. TETEL:

Legyen
gECbJ

JE C[g(xo )]

ekkor
fogEC[xo].

BIZONYITAS:
Legyen e€R"
feClelx)]=30€R", hogy y€Ble(x,) 8’ )ND, = 1(v)e B(/(g(x,)) )
g€C(x,)]=36€R", hogy x€B(x,, 8)N D, = g(x)€ Blg(x,), 5')
D,,CD,= B(x,,0)ND,, CB(x,s)ND,,
ezert
xEB(x,, )N D,., = flg(x)EB(f(glx,)) ¢)

vagyis

(fogk )eB((fog)x,) )

7.25. TETEL:

Legyen

redx,] cer
ekkor

QfE(imJ.
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BIZONYITAS:
Ha ¢ =0, akkor nyilvanvalé.

Ha ¢=0, akkor D, XCODf és |(cf)(x)—(cf)(xox s|c||f(x)—f(x0), ebbdl a

folytonossagra vonatkozo majorans kritérium szerint kovetkezik az allitas. ]

7.26. TETEL:

Legyen
/- g€Clx,]
ekkor
f+g€dx,]. és f-gedx,]

BIZONYITAS:
(1) Legyen ce€R”

fEC[x0]=> 16, €R", hogy xEB(xO, (5,)ﬂDf =>|f(x)—f(x01 <§

gEC[(xO)]3 36, €RR", hogy XEB(xo’ 52)me =>|g(x)—g(xol <§

Legyen 6 = min{él, (52}.

Ekkor x€B(x,,8)N D, ND, = |(f + g)x)- (f +g)x,) =

=/ ()= £y )+ glx) = glxg ) <[ £ ()= £l ) +[g(x) - g ) <
(2) Legyen x€D,ND,, ekkor

(g )ox) - U ox ) = (x)g o) = 1 (o, Jglovg ) = () = £ oxg g () + £ e Ng () - (x, )

gE€Clx,]= g lokalisan korlatos x,-ban < 38, ER* és hogy

xE€Blx,, 8’ )N D, = |glx) <k .

Legyen k := max{k’, |/(x, )} és legyen sER".

fEC[x0]=> 16, €R", hogy xEB(xO, (51)ﬂDf =>|f(x)—f(x0] < ;—k ]

gEC[x0]=> 35,ER ", hogy xEB(xO, 52)ﬂDg =>|g(x)—g(x01 <§_
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Legyen & := min{s,, ,, ' |, ekkor
XEB(XOs 5)0D,{g ind |(fg)(x)_(fg)(xol = ka(x)—f(xOX+|g(x)—g(xol)<

<KL+ )=¢
2k 2k

7.27. TETEL:

Legyen
gEC[xO], gEC[xO]=>g

ekkor

lEC[)C ]

BIZONYITAS:
g(xo)vé 0, gEC[xO]: d6€R ", hogy xEB(xO, é)ﬂ D, :g(x)# 0 és

k' €ER", hogy xEB(x,,5)N D, = (l)(x% <k.
g

o

Legyen xEB(x,, )N D, , ekkor (l
g

x>—(i)<xo>=- L (g()-glx,)-

g

Legyen k = k—, ekkor D, XCODg és xEB(x,,0)N D, esetén
|g(xox ¢

g

(- @M = z(v)- glx,)

g

Mivel gEC[xO], ezért a folytonossagra vonatkozé majorans alapjan kovetkezik

az allitas. [

7.28. TETEL:

Legyen
fEC[xol gEC[xol g(x0)¢0

ekkor

R7



iEC[)C ]
g

BIZONYITAS:

7.29. DEFINICIO:

Ha
fER =R
akkor
f folytonos < Vx, €D, :fEC[xO]. (Ezt feC-vel jeldljuk.)
7.30. TETEL:
Legyen
f.g€C
ekkor
ACD,, A=J= f/4EC
¢'(R,ND,)=@= fogec
D,ND, =0= f+g, f g€C
{ 1
xED, - g(x) = 0}¢®=—EC
g
p,np, =o=lec,
¢ g
BIZONYITAS:

7.31. DEFINICIO:

Ha
fER — R

ACD,, A=QJ
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akkor

£ folytonos 4-n = f/AEC . (Ezt fEC(4)-val jeldljiik.)

7.32. TETEL:
Legyen
fER - R
ekkor
fECe HC R £7Y(H ) nyilt
nytit.
H nyilt 4
BIZONYITAS:
=

Legyen f&€C és H C IR nyilt.

Ha f~'(H)=o, akkor az allitas nyilvanvaléan igaz, ezért tegyiik fel, hogy
f(H)=2.

Legyen x, E /' (H), y, = f(x,)EH.

Mivel y, EH és H nyilt, ezért 3R ", hogy B(y,, ¢)C H.

Mivel fE€C ezért fE([x,], tehata fenti ¢-hozis AER*, hogy

f(Blxy, 8))C B(£(x,) €).

Ekkor azonban y, = f(x,) miatt /™ f(B(x,,3))C £ (B(y,, ) £ (H)
B(x,,8)C (), tehat x, belsé pontja f~'(H)-nak, és mivel x, tetszéleges,

ez igazolja az allitast.

<
Tegyiik fel, hogy, ha H C R, H nyilt = f~'(H) nyilt.

Legyen x,ED, és y, = f(x,) e€R*, ekkor £ (B(y,. £)) is nyilt, ezért

x, € £ (B(y,. €)) miatt I6€ R *, hogy

B(x,,8)C £ (B(yy, €)= f(B(x,,))C B(f(x,), £) , tehat f folytonos x,-ban.

Mivel x, €D, tetszbleges volt, ezért fEC.
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7.33. DEFINICIO:
Ha
YCR és
{Ay, y EF} egy indexelt halmazrendszer

akkor

{Ay :yer} lefedi Y-t Y C yLEJFAy. (Azt is mondjuk, hogy 4, egy lefedése Y -

nak.)
Ha

{ ,s J/EF} elemei nyilt halmazok

akkor

Y egy nyilt lefedését adjak.

7.34. DEFINICIO:

Ha
XCR
akkor

X kompakt < X minden nyilt lefedésébdl kivalaszthaté egy véges nyilt

lefedés.

7.35. HEINE-BOREL tétel:

Legyen
XCR
akkor

X kompakt < X korlatos és zart.

BIZONYITAS:

=
(1) X zart (< R - x nyilt)
Feltehetjuk, hogy X = O, ellenkez6 esetben ugyanis az allitas nyilvanvalo.

Legyen x,ER - X .
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Ekkor 3yE X és 7.y, ER", hogy Blx,.7, )N Blr.7,)=2.

xc U Blny,).

Mivel X kompakt: 3y, €X (k=12,....n), hogy X C UB(y,.7, ).

Legyen 7, = mini}/%1 Vi r oo Vg, }, ekkor B(x,, 7,)N B(yk, Yy )= .
Blx,, 7, )N X =@.

B(x,,7,)N IR\ X, tehat Vx,ER \ X -hez Iy, ER ", hogy B(x,,7,)C R\ X , igy
x, €(R\X) = R\X nyilt = X zart.

(2) X Kkorlatos

m:= min{yk -7, k= 1,...,n}

M :=max{yk +y, k= 1,...,n}

=

X korlatos = 3a,bER :a<b, X Cla,b].

Kénnyen belathatd, hogy kompakt halmaz zart részhalmaza kompakt, igy

elegendd [a,b] kompaktsagat megmutatni.
Tegyuk fel indirekt, hogy [a,b] nem kompakt, ekkor 34, C R nyilt, hogy

[a,b]C cL'erAf es

veges sok 4, nem fedi le [a,b]-t.

cegven [ 4 )=lab] es [, pJe [ S| [P | gy

hogy [e,, B,] nem fedheté le véges sok A4.-vel.

Ekkor Cantor tétele szerint:

dx, €ER :’E\O[an, ﬁn]= {xo}:> X, E[a, b]:> X, Engi =3i,€1:x,€4, .

Mivel 4, nem nyilt R-ben: 3rER" :]x0 -7, X, +r[C 4, .

dn,€IN” :[ano s B, JC ]xo -7, X, + r[=> |-a"0 s B, JC 4, , ez azonban ellentmond

annak, hogy [a, b] nem fedhetd le véges sok 4, -vel.
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7.36. BOLZANO téetele:

Legyen

ekkor

a,bER, a<b, fEC[a,b]
fla) fb)<0

Ce ]a b[, hogy
fle)=0.

BIZONYITAS:

Tegyuk fel indirekt, hogy VxE[a, b] esetén f(x)# 0. [al,bl] legyen [a, b]-nek
az a fele, amelyre f(al)-f(b1)< 0, és igy tovabb. Azt kapjuk, hogy VYneIN *

esetén: [anbn]C[an_l, bn—l] és f(an)-f(bn)< 0, b,-a, = %(b—a)_

Alkalmazva a Cantor-féle kézosrész tételt: (a,), (b,), c:=lim(a,)=1lim(b,).
Nyilvanvalo, hogy CE[a, b] és a feltevés szerint f(c)=0.
fEC[c]:> J6E R, hogy
vagy f(Blc, 8)N[a, b)) C R*, vagy

F(Blc, )N[a, b)) C R~ és mivel
lim(a,)=1lim(b,)=C, ezért S€R*-hoz In,EIN*, hogy InEIN*, n>n,
esetén

a, €Bc, é)ﬂ[a, b]

n

b, €B(c, 5)N[a, b].

7.37. TETEL:

Legyen

ekkor

a,bER, a<b, fEC[a,b]

Vd€[f(a), f(b)] esetén ICE[a, b], hogy f(c)=d .
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BIZONYITAS:
Az f(a)= f(b) esetben az allitas nyilvanvaléan igaz.
Tegyiik fel, hogy f(a)= 1 (b).
Legyen dE]]f(a), f(bﬂ, ekkora ¢ = f—d(-)EC , masrészt
pla)=f(a)-d és ¢lb)=1(b)-d miatt gla)p(b)<0, igy az el6z6 tétel szerint

van olyan cE]a, b[, amelyre <p(c)= 0, vagyis (p(c)= jc)-d =0.

7.38. MEGJEGYZES:

Az el6z6 tétel igy is megfogalmazhato:

feda,bl=[rla) rG)c f(a.b).

7.39. DEFINICIO:

Ha
fER — R

DJ? 1%
akkor
f Darboux tulajdonsagu < Y], b]C D, :[[1(a), r()]|C f(a, b))

7.40. MEGJEGYZES:

Az el6z6 tétel igy is megfogalmazhato:
Ha valamely valos fuggvény értelmezési tartomanyanak van belsé pontja, és
folytonos, akkor Darboux-tulajdonsagu.

7.41. TETEL:

Legyen
ACIR
ekkor

az intervallum < Va,be 4: [[a, b]]C A.

o



BIZONYITAS:

=

Legyen A intervallum, a,b€ A4, akkor az intervallum értelmezésébdl

kovetkezik az allitas.

=
Tegyiik fel, hogy Va, b€ 4:[[a, b]|C 4.
Legyen a:=inf 4, S :=sup 4.
Ekkor
k. glc acle, B].
A masodik tartalmazas nyilvanvalo. Az elsd a kdvetkez6 modon lathato be:
Legyen x€ |, fl=3y€ |, A, zE |, A, hogy »,z€ 4.
Ekkor azonban [y z]C A4, és mivel xE]y, z[, ezeért ]a /a’[C 4.

igy 4 az ]a /5[, [a, /)’[, ]a /3’1 [0:, /)’] intervallumok valamelyikével egyenld.

7.42. TETEL:

Legyen
I intervallum,

f: 1 — IR szigoruan monoton noveked6
ekkor

fE€C < R, intervallum.

BIZONYITAS:
=3

Ha f folytonos, akkor Darboux tulajdonsagu, igy »,zE€R, esetén

D, z0=1rU G)) £ G))IC R, igy az el6z6 allitas szerint R, intervallum.

—

Tegyuk fel, hogy R, intervallum.

Legyen a€ED,, ¢ER" és a = inff"l(B(f(a),e); B = supf‘l(B(f(a),g).
Mivel f szigoruan monoton novekedd, ezért felvesz f(a)-tc’)l kilonb6z6

értéket is.
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Mivel R, intervallum, ezért ebbél kévetkezik, hogy ~'(B(f(a), £) nem allhat

egyetlen pontbdl, vagyis alkalmaz ¢ mellett f-a>ER".

min{a—a,/o’—a}, ha aE]a,/J’[
Legyen 6 :=Ja-a, ha a=p

B-a, ha a=a

Ekkor SER* és Bla, 6)NIC, A. Innen
/(Bla,8)n1)C f(J, pl)C B(1(a) &),

vagyis fEC[a].

Mivel a €1 tetszbleges volt, igy fEC.

(Hasonlo tétel érvényes szigoruan monoton csokkend fuggvény esetén is.)

7.43. TETEL:
Legyen
f€Cla] kompakt, f€C(4)
ekkor
f /A Korlatos.

BIZONYITAS:
Tegylik fel indirekt, hogy f/A nem korlatos.

Ekkor VnEIN * -hoz 3x, €4:|f(x, ) > n.

Legyen x:=(x, ).

R._C A4, A kompakt = korlatos, tehat a = féle kivalasztasi tétel szerint i
indexsorozat, hogy xeoi konvergens.

Legyen a = lim(xoi).

A kompakt = zart = a€ 4.

fe€Cla] miatt a folytonossagra vonatkozé atviteli elv szerint fo(xoi)
konvergens (lim fo(xoi)= f(a)) és igy korlatos is.

Ez azonban ellentmond az |f(x,, ) > i, = n feltételnek.
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7.44. WEIERSTRASS tétele:

Legyen
AC IR kompakt, f€C(4)
ekkor

f/A-nak van abszolat minimuma és abszolit maximuma.

BIZONYITAS:
Az abszolut maximum létezését bizonyitjuk, a minimum hasonléan
bizonyithato.

Az el6z6 tétel szerint f/ A korlatos.

Legyen M = sup f(4)=sup f/A.

1
Ekkor minden nE€ N * esetén 3x, EA:M ——< f(x,)= M .
n

Legyen x:=(x, ).
Mivel R. C 4 és A kompakt, tehat korlatos is, ezért a B-W féle tétel szerint i
index sorozat, hogy xoi konvergens.

Legyen a:=limxoi .

Az A halmaz kompakt, tehat zart =a€ 4.

1

l

n

Mivel Qf(xin)—M‘)s( )s(l) ezért lim fo(xoi)= M . Masrészt f€C[a], igy
n

a folytonossagra vonatkozo atviteli elv miatt lim f o (xoi)= f(a).

Tehat f(a)=M(=supf/A4).

7.45. DEFINICIO:
Ha
fER =R, ACD,, A=Q
akkor
f egyenletesen folytonos 4-n < Ye¢E R *-hoz

d6€eR” :x,yEA,x—y|<5:>|f(x)—f(y]<$.
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Ha

akkor

A= D.f’

[ -et egyenletesen folytonosnak nevezzuk.

7.46. TETEL:

Legyen

ekkor

AC R kompakt, fE€C(4)

/ egyenletesen folytonos A4 -n.

BIZONYITAS:

Tegytk fel indirekt, hogy /A nem egyenletesen folytonos. Ekkor 3s € R* és

VnEIN ™ esetén dx, -1, € A4, hogy |x, -, <% és |f(xn)—g(yn]2€-

Legyen x:=(x,). Mivel R_C 4, A kompakt = korlatos, ezért a B-W féle
kivalasztasi tétel szerint van olyan i indexsorozat, hogy xc°i konvergens.

Legyen a :=limxoi . Ekkor VnelN"* esetén

1 1

n n

1 : 1) .
‘yl. —a‘s‘yl_ - X, ‘+‘xl_ —a‘s.—+‘xi —a‘. Mivel (—) és Qxi —a‘) nullsorozat,

(v, -d|)is az. Tenat limyoi=a. fECfa]=limo(xoi)=lim fo(yoi)= f(a).
igy azonban f o(xei)- fo(yei) nullsorozat.

Ez pedig ellentmond ‘f(x[” )— f(yl.” l = ¢ -nak.
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8. FUGGVENYEK HATARERTEKE

8.1. TETEL:

Legyen
fER — R

aEDf

ekkor

legfeljebb egy olyan A€ R van, amelyre igaz, hogy Ve€R"-hoz 36€R ",
hogy f(B(a,8)-{a})C B(4, ¢).

BIZONYITAS:

8.2. DEFINICIO:

Ha
fER — R

aEDf

dA€E R, amelyre igaz, hogy VeER"-hoz d6€eR™, hogy
/(Bla,8)-{a})C B(4, ¢)

akkor
A-taz f fuggvény a € IR pontbeli hatarértékének nevezzik és

limf(x) vagy lims jellel jeldljik.

8.3. TETEL:

Legyen
fER — R

a€ED, ND,

ekkor
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fedale Alims  és  limf = f(a).

BIZONYITAS:

8.4. TETEL:

Legyen
fER — R

aEDf

ekkor

dlimf és limf=4< VxER"

BIZONYITAS:

8.5. TETEL:

Legyen
f,ge€R — R

a¢D,, a€D,

lignf=b

bR, b&D, bED,

ligng=c, h=gof
ekkor

Alim#~ és limh=c.

BIZONYITAS:

Q9
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8.6. TETEL:

Legyen
f.gER =R, c¢,dER, a€ED,ND,

d4=1limf, IB=limg

ekkor
Alim(cf+dg) és lim(cf+dg)=c-A+d B

Aim(f-g) és lim(f-g)=4-B.

1 I 1
Ha 4=0, akkor 3lim— és lim—=—,
« f « f 4
BIZONYITAS:
8.7. TETEL:
Legyen
f,g€ER — IR
a€D, ND,

34=limf, 3B=limg
ekkor
A=0=3rER" :xEB(a,r)-{a} esetén sgn(f(x))=sgn(4)
a,r)-{a} esetén f(x)<g(x)
<g(x)=4=<8B.

—_

A<B=3r€R"* . xEB

~—~—

XED, -{a} esetén f(x

BIZONYITAS:

8.8. TETEL:

Legyen
f,g.h€R — R
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a€D, ND, ND,
Alim £, 3limA, limf =limh=: A4

x€D,ND,ND, —{a} esetén f(x)s g(x)s h(x)

ekkor
dlimg és limg=4.

BIZONYITAS:

8.9. DEFINICIO:

Ha
fER = R
aED'f
3r€ﬂ€+:]a—r,a[CDf.
g=fh%4
4 =limg

akkor

A-taz y fuggvény a € IR pontbeli baloldali hatarértékének nevezzik és a

lim £(x), lim f, fla-0) jelek valamelyikével jeldljik.

8.10. MEGJEGYZES:

A fentihez hasonlo6 a jobboldali hatarérték definicidja, amelynek jeldlése:
lim f(x), lim f, f(a+0) lehet.

8.11. TETEL:

Legyen
a€R, r€R"
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f:]a—r,a[ U ]a,a+r[—>IR
ekkor
dlim f = AER @Ellingf, Ellirgf, lino1f=lirg1f=A.

BIZONYITAS:

8.12. DEFINICIO:

Ha
fER — R

aED}, aD,

akkor
lim /' = +0 <> VK € R -hez IR *, hogy

xEB(a, é)ﬂDf = K < f(x)

lim /' = —0 < VK ER-hez IR *, hogy
xEB(a,é)ﬂDf =>f(x)<K.

Ha meég 3r€R ", hogy ]a—r,a+r[CDf,
akkor
laiglf=+oo€>VKEIR-hez 35€R", hogy
x€l-6,dnl-r d= K< f(x)
1aigglf=-oo¢>w<em-hez I5E€R", hogy
x€lh-6,dnk-rd= rlx)<K
lim f =+ < VK ER-hez I6ER*, hogy

xE]a,a+6[ﬂ]a,a+r[=>K<f(x)

lim /' = ~0 < VK ER-hez IR *, hogy

a+0
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xE]a,a+6[ﬂ]a,a+r[:f(x)<K.

8.13. TETEL:

Legyen
fER — R

aED}-, aD,
ekkor

limf=+00©VxERN+, R.CD,, limx=aqa esetén limfox=+x.

BIZONYITAS:

8.14. TETEL:

Legyen
fER — R

aED}, aD,
xE€D, —{a}=> f(x)# 0
ekkor

lim|f] = +00 = lim~ =0

f>0, limf=0=1iml=+00_

BIZONYITAS:

8.15. TETEL:

Legyen
a€R, r€R”

f:]a—r,a[U]a,a+r[%ﬂ2
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ekkor

limf=+ooc>linolf=+oo és limf =+o.

a+0

BIZONYITAS:

8.16. DEFINICIO:

Ha
fER — R
D, felulr6l nem korlatos
akkor
) - Ve€ER" -hoz IKEIR, hogy
hmf(x) =4 <
¥ x&D,, x>K:>|f(x)—A|<8.
lim f(x) helyett néha lim f -et irunk.
Hasonlo a -« -beli hatarérték definicioja is.
8.17. TETEL:
Legyen
fER — R
D, felulr6l nem korlatos
ekkor
limf=A4€ER < VxER" , R, CD,, limx=+x esetén lim fox=4.
BIZONYITAS:

8.18. DEFINICIO:

Ha
fER — R
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D, alulrél nem korlatos

Akkor

. - Ve€R" —hoz AKEIR, hogy
lim f =+ <
- x€D,, x<K:>€<f(x).

Hasonlo tételt és definiciokat lehet megfogalmazni a tobbi esetre is.

8.19. TETEL:
Legyen
f:[a, b]—> IR monoton névekedd
ekkor
Jlimf, 3lim/ és c€h, b= lim/, 3lmf és limfs flc)= lim /.
BIZONYITAS:

8.20. DEFINICIO:

Ha

fER — R

a€ED,
ekkor

fé&Clale az a€R szém az f szakadasi helye.
Ha még

aED}- €s

Alimf de limf = f(a)
akkor

az a€ IR szamot megszuntethetd szakadasi helynek nevezzuik.
Ha

Jlimf  és  3limf, 3Ilimf, limf = limf
akkor
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az a€ IR szamot els6faju szakadasi helynek nevezzuk.

Ha
3 ligaf vagy 3 lir%)lf
akkor
az a€ IR szamot masodfaju szakadasi helynek nevezzik.
8.21. TETEL:
Legyen
f€IR — IR polinomfuggvény
ekkor
a€ER =3limf és limf = f(a).
BIZONYITAS:
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9. DIFFERENCIALSZAMITAS

9.1. DEFINICIO:

Ha
fER — R, x,ED;

akkor
a Kxo(f):Df\{xO}_)m
xH—f(x)_f(x") fuggvényt az f flggvény x, helyhez tartozo kilonbségi

hanyados fuggvényének nevezzuk.
Ha

Xo x—xo

€ R szam,

akkor

ezt a szamot az f fuggvény x,-beli differencialhanyadosanak nevezzuk.
Jelslés: f'(x,), D(x,), ;’ix=xo.
X

Az x, €R helyen differencialhaté figgvények osztalyat D[xo ]—Ial jeloljuk.

9.2. DEFINICIO:

Ha
fER — R,
akkor

azt mondjuk, hogy az s grafikonjanak az (x,, f(x,)) pontban van érintéje, ha
A'(x,). Az (x,,7(x,)) ponton athaladé f'(x,) iranytangensii egyenest az f
grafikonjanak x, abszcisszaju pontjahoz tartozo érintéjének nevezzuk.

(eXO ER —-R: x|—>ex0(x):= f'(xo)(x—x0)+f(x0))
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9.3. TETEL:

Legyen
fER — R, x,EDy,
ekkor
fEDlx,]<3e:D, = R, AER, hogy

lime =0 és
%o

S 0)= flxy) = Al —x )+ el = x,).

BIZONYITAS:

9.4. TETEL:

Legyen
fER = R, x,EDy,

ekkor
fe€Dx,]= redsx,].

BIZONYITAS:

(Konnyen belathatd, hogy az allitas megforditasa nem igaz.)

9.5. TETEL:

Legyen
f,gED[xol ceER,

ekkor
c-f€Dx]és () (v,) = f(x,)
f+eeD[x,]és (f+g)(x)=fx)+gx)
frgenfx]es (1) (x)= 1) gley)+ 1) &)
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!

g@)=m:iEDb]@(i)@)=fhdd%%f0&ﬂ%)
. ° ¢ x)
BIZONYITAS:
9.6. DEFINICIO:
Ha

f€R — R, x,€D,, OER" és
[xo,x0+(5[CDf

AimK, (f)

Xo+0

akkor
azt mondjuk, hogy az f az x, €D, pontban jobbrdl differencialhatd, és ezt a

hatarértéket jobboldali differencidlnanyadosnak nevezziik, és f/(x,)-lal

jeloljuk. (A baloldali differencialhnanyados analég moédon definialhato.)

9.7. DEFINICIO:

Ha
fER — IR és

VxEH esetén fE€D[x]

akkor
az f:H — R, x+— f'(x) figgvényt
az f derivalt fuggvényének nevezzik.

A H halmazon differencialhato fUggveények osztalyat D(H)-val jeloljuk.

9.8. TETEL:

Legyen
f.gER -, R, CD,

SE€D[x} geDfx]



ekkor
gOfED[xO] es

(g2 /) (v)= g1 (x))- /' (x,).

BIZONYITAS:

A 9.3. TETEL alkalmazasaval egyszeriien adodik.

9.9. TETEL:

Legyen

f:J.b[ — R szigortan monoton névekedd és folytonos,
x, € b, o= s(x)
f:Dlx, ]
f(x,)=0
ekkor

f_l ED[yo] es

RN
)00 5y 7o)

9.10. TETEL:
Legyen
fER—R, x,€D’, fED[x,]
ekkor
(1) faz x,-ban lokalisan né [fogy] < /"(x, )= 0[/'(x,) < 0]

2)  f'(x,)>0[f(x,)<0]= f az x,-ban szigortan lokalisan né [fogy].

BIZONYITAS:
(1)  f az x,-banlokalisan n6 =35 E€IR* hogy
x0—§<x<x0:>f(x)sf(x0)
X, <x<x,+0= f(x,)= f(x), tehat



S()=flx,)

xE B(x,,5) esetben =0, igy
X - X,
)= tim B =)
Xo X=X,

(2)  Tegyiik fel, hogy f'(x,)>0=>35ER", hogy

(3) xEB(x,,8)-1{x, } esetben /)= 1) > 0, tehat

X —X,

X=X, :>f(x)>f(xo)-

(Az allitasok tobbi része hasonléan igazolhato.)

9.11. TETEL:
Legyen
fER =R, x,ED;
f-nek x,-ban lokalis szélséértéke van

ekkor

f’(xo)=0-

BIZONYITAS:
Tegyiik fel, hogy f'(x,)= 0, ekkor

f'(x,)> 0= 1 az x,-ban szigortian lokalisan né,

f'(x,)<0= faz x,-ban szigorian lokalisan csokken.

9.12. ROLLE TETEL:

Legyen
fER—R, feC(ab] reD(lt]), fla)= 1)

ekkor

3 i, b, hogy £'(8)=0.

BIZONYITAS:
fEC[a,b]:> dm :=min f, M = max f.



Ha m=M = f konstans = Vx€& J,[: f'(x)=0.
Ha m = M = kozUluk legalabb az egyiket az f az intervallum belsejében
veszi fel, mivel f(a)= 7 (b).

Ebben a belsd pontban f -nek lokalis szélséértéke van, igy /'(£)=0.

9.13. CAUCHY TETEL:

Legyen

ekkor

f.e€ER— R, f,geCa,b] f.g€D(lab]),

g'(x)=0 (x&l.b)

fb)-1a) _ 1(E)
ek ho0r )l ™ o)

BIZONYITAS:

Az eléz6 tétel alapjan g'(x)=0 = g(b)= gla).
Legyen F(x):= f(x)- Ag(x) tgy, hogy F kielégitse a ROLLE tétel feltételeit:
FeCla,b], FED(la,b]), igy csak F(a)= F(b)-t kell biztositani.

/)~ fla)
fla)-2g(a)= f(b)- 2g(b), azaz 2 = o) —gla)

Alkalmazzuk a ROLLE tételt F-re =  3c€h, hogy
0=F'(&)=f'(§)-2-2'€),

o SE) o fB)-fla)
tehat m =A= g(b)—g(a) )

9.14. LAGRANGE TETEL:

Legyen

ekkor

fER - R, f€Cla,b] freD(b)



3£€ |, 5[, hogy
fb)-rla) _
T=f (&).

BIZONYITAS:
Legyen az el6z6 tételben g(x)=x, x€ |, 5[

9.15. TETEL:

Legyen
fER — R
ren(ai)

ekkor
(@ x€: f(x)=0[f(x)>0]= s [szigorian] monoton névekeds
J.e[-n
() x€[: f(x)<0[f'(x)<0]= s [szigoruan] monoton csdkkend
J.e[-n

) x€lH:f(x)=0= s allando.

BIZONYITAS:
Legyen

a<x <x,<b.
Alkalmazzuk az f fiiggvényre az [x,,x, ] intervallumon a LAGRANGE tételt.
Ekkor 3£€ Ju, 5[, hogy f(x,)- f(x,)= £'(E)x, - x,).

(@) x€lp[= f'(x)=0[f(x)>0], akkor az el6zé alapjan f [szigorGan]
monoton névekedo.

(b) Az (a) ponthoz hasonléan.

©  flx)=0=flx,)=f(x).



9.16. DARBOUX TETELE:

Legyen

ekkor

fER — IR
f€D(l,b])

a<x <x,<b és [(x)=f(x,)

ce [[f’(xl )s f’(xz )]]

er]’(l»xz[’ hogy f,(§)= C.

BIZONYITAS:

Legyen
F(x):=f(x)-c-x, x€lH.
Megmutatjuk, hogy F-nek az Jx,,x,[-ben van lokalis szélsGértéke. Ha a
szélsbértékhelye &, akkor F'(£)=0, vagyis f'(£)=C.
Nyilvanvald, hogy FeD(|,b]) és F'(x)=f'(x)-c miatt
fx)<e< flx,)= F'(x)<0<F'(x,), valamint
Fl)> e fx,)= F'(x,)> 05 F(x, ).
Mivel FEC[xl,xz], ezért F -nek van [xl,xz]-ben maximuma €s minimuma.
Ha F'(x,)>0>F'(x,)= x, -ben F szigortan lokalisan ng,
x, -ben F szigoruan lokalisan fogy.
Tehat x, és x, egyike sem maximumhely, igy /' a maximumat egy §€]x1,x2[-

ben veszi fel.

Az F'(x,)<0< F'(x,) eset hasonléan igazolhato.

9.17. DEFINICIO:

Ha

akkor

fER—>R és HCD,

VxEH esetén fE€D[x]



az legyen f nulladik derivaltja: /) = 1.
Ha

neEIN"* és

£ mar értelmezve van,

akkor

7 n. derivalta: £ = (£0].

9.18. TETEL: TAYLOR FORMULA:
Legyen
I C R intervallum, f:I — IR
f n-szer folytonosan differencialhaté 7 -n.
f n+1-szer folytonosan differencialhaté 7° - n.
xx, €1, x = x,,
ekkor

g_xo

<1 ugy, hogy
X,

1E€R: 0<

k! (n+1)
BIZONYITAS:
Legyen
R:I— IR

_ n f(k)(xo) P

(0 Rle)= f0)= 3 = Pl -x)

olt):=(t-x,)"" .

Differencialhatosag szempontjabol R olyan, mint f.

P(t) ugy nevezik, hogy az f fliggvény x, ponthoz tartozé n-edik rendi Taylor
polinomja.

R¥(x,)=0  k=01,..n



& =X,

X=X,

Cauchy tétele szerint: & :0< <1, hogy

R(x)-R(x,) _R'(&)_R(E)-R(x,)

plx)-glx,) @(E) ¢(E)-olx,)

A fenti eljarast folytatva £ =2,3,...,n +1-ik derivaltra:

o W, e f"EL)
f(x)- > (x-x,) —W(x-xo) -

9.19. TETEL: (L'HOSPITAL SZABALY)

Legyen
—o=sg<b<x
f.gE€D(Ja,b])
g'(x)=0, ha x€ B[
3lim £, Jlimg és lim f =limg =0, fla)=gla)=0.

a+0
fl

Ellirgl—, esetleg tdgabb értelemben vett hatarérték
a+ g

ekkor

f f f

Jlim = és lim= = lim—.
a+0 g a+0 g a+0 g
BIZONYITAS:
(1) Legyen —x<a.
tim .
Legyen A4:= llnol -=VeEIR"-hoz Elxo]a,b[, hogy
a+ g

VyE]a,xO[:ﬁEB(A,f)- ()

Mivel f,g€C[a,x,] ezért x€ o, x,[ esetén az [a,x] intervallumban



teljesulnek a CAUCHY tétel feltételei:

) -1 1)
ekl e ¥

Mivel &€ Ju,x,[, ezért (*) alapjan Vx€ |, x,[ esetén

M—L (A,s) ezert hmi—A.

gla) ¢'(¢ 0 g
(2) Legyen a=-w (Visszavezetjuk az el6z6 esetre.)
1 1 .
egyen  F)= (o= | 6= gl | mincen »Eb.d

esetén, ahol ¢ olyan, hogy y, 1 <b.
C

Az F és G értelmezése alapjan nyilvanvalo, hogy minden yeb,c[
1 : 1, 1
pontban F'(y )——f( ) G(y)=_2.g(y0__)#0_
Y Y Y

Minthogy lirOnF =limf =0 és lirOnG =limg =0 és mivel létezik a

, f! Yo = r
lim~— = lim Y) _timL hatérérték, ezértaz F és G
VG 1) g
g (yo _)
y
fuggveényre a bc[ intervallumban alkalmazva az el6bbi eredményt

F' . F . . F . f

lim— =lim—. Mivel lim— =lim~, ezért a tétel allitasa igaz.
+0 G +0 G +0 7 e g

Bal oldali hatarértékre hasonlo tétel érvényes.

9.20. TETEL: (L'HOSPITAL SZABALY)
—co=sqg<b

f-2€D(f,])
g'(x)# 0, ha xE]a,b[

Jlim £, Elllmg €s llmf =limg = +o

a+0 a+0

Ellirgli, esetleg tagabb értelemben vett hatarérték,
a+ g



ekkor

Ilim

i és Ellimi = EIlimL )

a+0 g a+0 g a+0 g,

BIZONYITAS:

Legyen A4:=lim—.

(1)

Legyen A<+o —o<aq.

Ve € R*-hoz 3x, 5[, hogy VyE]a,xO[:Ly)EB(A,s). *)

g'(v)
Mivel lirgl f= lirgl g =+%, ezért x, megvalaszthat6 ugy, hogy
0< f(x),O < g(x) (ha xE]a,xo[) teljesuljon.
Legyen x€ |, x,| esetén az [x,x,] intervallumban alkalmazzuk CAUCHY
féle kozépérték tételt:

Sx)=sxy)  r1(E)
kol ) " e

A bal oldali kifejezés:

fle)=rba) ) 1) (e,

Vezessuk be a kovetkezd jelolést:

1— g(xo )
T(x):= gv) xE]a,xo[, ekkor

l_fxo

/()
S) _f1E) oy LE) SE) ey
o) @ T e WY

Mivel lirglf = lirglg = +o0, ezert linolT =1.
f!

Mivel (*) alapjan — az ]a,xo[ intervallumban korlatos, ezért
4

lim :(5)(T(x)— 1)=0, tehat lim? — hmi :
a+0 g (5) a+0 g a+0 g
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(2) Legyen A= +x.
Mivel lim7 =1, ezért 3r, € Ju,x,[, hogy VxE i, x [ esetén |7(x)>
Innen (*) miatt minden xE]a,xl[ pontban:

f

> |gaz

Az 4= - esetben az allitas hasonldan igazolhaté.
Ha a = - akkor a 9.19. TETEL bizonyitasaban hasznalt transzforméacid

segitségével visszavezethetd a véges helyen vett hatarértékre.

9.21. TETEL:

Legyen
fER — R

X, ED;, fED[xO]

3¢ €R*, hogy xEk, —&,x,[= f(x)<0 és

xe]"'oaxo+‘9[:>f( ) ¥
vagy x€Ek, —&,x,[= f(x)>0 és
xE]xO,x0+8[:>f(x) *

akkor

f-nek x,-ban lokalis szélsdértéke van:

(*) esetben lokalis minimum,

(**) esetben lokalis maximum.

BIZONYITAS:

9.22. MEGJEGYZES:
Ha f monoton, és {xEDf :f’(x)=0}° =,
akkor f szigoruan monoton.

(Ez enyhébb, mint a 9.15. TETEL-beli feltétel.)
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9.23. TETEL:

Legyen
fER — R

xOEDJ?., fED[xO]
f,(x0)=~-~= f(n_l)(x0)= 0
I(x,) es  fU(x)=0

ekkor

ha n paratian =  f(x,) nem széls érték
ha n paros = f“(x,)>0= f(x,) szigort lokalis minimum

£ (x,)<0= f(x,) szigoru lokalis minimum.

BIZONYITAS:
(n-1)(,,)_ ¢(n-1)
Tegyiik fel, hogy f™(x,)> 0, ekkor lim fr0)= 1) >0 ésigy
=X Y =X,
(n—l) _ (n—l) (n—l)
A5 <r, SEIR"T amivel O<|y—x0|<5$f (y) J (x0)=f (y)>0,
Y =X Yy =X

tehat Uk, -8,x[<0 & U, x, +8[>0.

Ha x€Jx, - 8,x, + [, x = x,, akkor x és x, kozott Iétezik 1€ IR, amivel

2 f(k—l)(t) -
= :2 x xo / o+ (n—l)! (x—xo) =
=f(x0>+{ - o

Ha n paratlan, tehat (x-x,)"" >0, akkor (*) szerint f(x)- f(x,) és f("‘l)(t)
elbjele megegyezik = f -nek nincs szélsdérteke x,-ban.

Ha n paros, akkor fU(r)(x-x,)'" pozitiv akkor is, ha x>x,, tehat

0<|x=x,|<0= f(x)> f(x,), igy f-nek x,-ban szigort lokalis minimuma van.

Az ") (x,)<0 eset hasonléan targyalhato.
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9.24. DEFINICIO:

Ha
I C IR intervallum
f:I—IR
akkor
f konvex < Vx,x,EL,x, <x, és
P.q E[O,ll p+q=1esetén
f(pxl +qx2)spf(x1)+Qf(x2)
f szigoruan konvex < az el6z6 egyenl6tlenségben egyenléség
csak p =0 vagy ¢ =0 esetben all fenn.
f konkav < - f konvex
f szigoruan konkav < - f* szigoruan konvex.
Ha
JCI
akkor
f konvex (szigoruan konvex, konkav, szigoruan konkav)
J-n < f|J konvex (szigoruan konvex, konkav szigoruan konkav).
9.25. TETEL:
Legyen
I C IR intervallum
f:I—IR
Akkor
el - -
7 konvex o 7€ L f0)=1)_ f(2)-s D))
x<y<z y—-Xx z-y
BIZONYITAS:

=

Tegyuk fel, hogy f konvex és x,y,z€[, x<y<z.
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Ekkor legyen X, =X, X, =z, p=g =22
zZ—-X zZ—-X

ezekkel

p.q€[01] g+q =1, px, + qx, = y, ha most felirjuk a definiciét, akkor
()2 G2l )+ (r-2)r )

zZ—=X

, ami ekvivalens a bizonyitand¢ allitassal.

<

Legyen [ = [a,b] vagy ]ab[ vagy [a,b[ vagy ]ab]
Tegyuk fel, hogy f-re minden x,y,zE]a,b[ eés x < y<z esetén fennall, hogy

SW)- 1) _ f2)- 1)

y-x z=y

Legyen xl,x2€]a,b[, X, < X,, q,qE[O,l], p+qg=1, ekkor p=1=¢g=0 és
g=1=p=0 esetekben az f(px,+qx,)=<pf(x)+qf(x,) feltételben az

egyenlbség teljesul.

Ha p,qehl[, akkor legyen x:=x,, z:=x,, yi=px, +¢gx,.

Ekkor x<y<:z és (z- X )- )= (- 2Xr(z)- f(v)-bol
(z-2) ()= (- y)f )+ (v -x)r(2), majd
(x, = x,)f(px, + qx,) = p(x, = x,)f(x, )+ q(x, - x,)f(x,) kdvetkezik, amibél

flax, +ax,) < pf (x,)+ of (x,).

9.26. TETEL:

Legyen

ekkor

I intervallum
f 1 — IR differencialhato

(@) konvex < f' monoton néveked®,

(b) f szigordan konvex < f' szigordan monoton névekedd.

BIZONYITAS:

@ =

Legyen a és b az [ két végpontja.
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Ha f konvex [-n és c¢,d€l, c<d tetszbleges, akkor adott nEN™,

n =1 esetén legyen

o Ha=e)
n

L
igy c=x,<x <x,<..<x, =d, tehat az el6z6 tétel szerint

S)=1) _ f)= 1) Sle)=S o) s

X, — X, X, — X X, =X,

n n

IA
I

-c X, — X, Xp =X
n
1@ =) es )16
_ S - Mivel f'(c)= f!(c)=1lim i
n n
1) g+ <)
" , ezert a fenti

egyenlétienségbdl f'(c)= f'(d) kdvetkezik.
(@ =
Ha /' monoton névekedd 7-nés x,y,zE1,x < y < z tetszblegesen

adottak, akkor LAGRANGE tétele szerint létezik c€ Jx,y[ és d€]y, ],

amivel
f)- 1) = r(chy-x)
f@)-r)=ra)z-y) s
£'(c)s £'(d) teljesil, ezért
£'(c) s £'(d) tehat az eldz tétel szerint f konvex I -n.
(b) =

Ha f szigortian konvex I -n és létezne k,d[C I, hogy f'(x)=kER
k.d[-n, akkor f'(x)-k =0 miatt f(x)-kx=mER

= f(x)= kx+m=f nem szigoruan konvex ]c,d[-n, tehat 7 -n sem.
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9.27. TETEL:

Legyen

<~
Ha f szigoruan monoton ndvekedd I -n, és mégis létezne
x,x, €E1,x, <x, €S p,qE[O,llp +qg =1, amivel x:= px, +gx,

jeldléssel (p+q)f(x)=p f(x,)+q f(x,), ahol xElvl,xz[, akkor

X, =X X-X

p((x)= 1)) =a(f(x,)- 1(x)) es p = g =——L miat

Xy, =X

fl)= 1) _ flo)-1(x) . LAGRANGE tétele szerint

X -Xx X, —X

JACORNACY

X-X

Acely,,x,d€Jx,x,[, amivel 1'(c)= és

f’(d)=M=f’(c)=f’(d), ami ellentmond f’ szigoru

X, —X

monotonitasanak.

I C IR intervallum
f 1 — IR kétszer differencialhato

ekkor

f konvex < "=0

f szigoruan konvex< [ konvex és

a ]c,d[c I, amire
x€k,d[= f'(x)=0 teljesiil.

BIZONYITAS:

9.28. DEFINICIO:

Ha

I C IR intervallum
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f:I—IR
xel
akkor
x inflexiés helye, és (x, /(x)) inflexiés pontja az f fiiggvénynek < 3rER",

hogy f|]x — r,x] konvex és f|[x — r, x| konkav vagy forditva.

9.29. TETEL:

9.30.

9.31.

Ha
I C IR intervallum
f:I—IR
xel

ekkor

x inflexios helye f-nek < x szélséértékhelye f'-nek.

BIZONYITAS:

MEGJEGYZES:

A 9.23. TETEL-ben az n paratlan eset kiegészithetd azzal az allitassal, hogy f -nek

x,-ban inflexios helye van.

DEFINICIO:

Ha
fER — IR és
IER — R, le(x):= ax+b a,b€ IR ugy, hogy
lim(f -1)=0, vagy lim(f -7)=0

akkor

az [ linearis fuggvényt az f asszimptotajanak nevezzik.
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10. HATAROZATLAN INTEGRAL

10.1. DEFINICIO:

Ha

akkor
azt mondjuk, hogy F primitiv fuiggvénye f -nek.

10.2. TETEL:
Legyen
filab[—R
F primitiv fuggvénye f -nek
ekkor a
G:]a,b[ — R primitiv fliggvénye f-nek <> 3cER : G=F +c().
BIZONYITAS:

=

Ha G primitiv fliggvénye f -nek, akkor G = f, a feltétel szerint viszont F' = f
,igy F' =G, tehat (F-G) =0()= F - G = dllands .

P —

Ha G =F+c(), akkor G' = F' = f, tehat G primitiv fliggvénye f -nek.

10.3. DEFINICIO:

Ha
filab[—R

akkor legyen
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ff:={FElR]””’[:F’=f}. (Ezt a halmazt f hatarozatlan integraljanak

nevezzuk.)

ff azt a primitiv fuggveny jeldli, amely x,-ban ,eltlnik”. Ha FEff, akkor

ff:=F—F(x0).

10.4. DEFINICIO:

Ha
ACR, BCR, DCR
ACR*, BCR", heA”, cER
akkor
c-A={ c fER": fEA }
A+B={ f+gER" . fEA, gEB }
Aoh={ foh€ER":fEA }
10.5. TETEL:
Legyen
f:]ab[ =R
g:la,b[—> R
P, gER
[f=2. [g=2
ekkor
[or+q-g)=2 e [(pf +q-g)=p[f+q-[s.
BIZONYITAS:

Legyen FEff, GEfg, ekkor pFEfpf, qGEfq-gzpF+qGEf(pf+qg)

tehétfpf+qg¢® és pff+CIfng(Pf+qg)-

Legyen HE [(pf +q-g)=H =pf+q-g.de pF +q-G = pf +q-g isigaz, igy
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H' = pF +q-G  tehat HE[(pF +q-G')=p[f+qfz=

= [(pf +ag) p[f +4fs.

10.6. TETEL:
Legyen
f:]ab[ =R
g:lab[— R
f, g differencialhaté ]a,b[-n és
flg=Q
ekkor
[fg=D és [fg=f-[f¢g.
BIZONYITAS:
Ha
Heff'g,akkor
(e-H)=fg' +fg-H =fg +fg-fg=/g"
Tehat
fe-HE[fZ igy [f&'=2@ e  fa-[fgC[fe

Legyen KE[fg' =K =g =fg' +/g-fg=(/"8)-S's=KEf-[[g,

tehétff-g'Cfg—ff'g,eZért

[fe=r2-[fg.
10.7. TETEL:
Legyen
filab[—= R Hamég R, CD,
g: ]c,d[% ]a,b[ @ folytonosan diff.hato szig. mon.
g differencialhato |c,d [-n akkor
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[/=2 J(og)g)ee™ -7

ekkor
[(rog)g)=a e [(reg)g)-lfr)e.
BIZONYITAS:

Ha  FE[f, akkor  F  differencidlhaté  Ja,b[-n,

(Fog)=Fog-g' =(fog)e,  tehat  Foge[(Fog)e)

Fog€f(fog)g és [(fog)g =0,
valamint (ff)ong((fog)g').

Legyen KE[(fog) g =K =(fog)g =(Fog) = KE[(Fog) =
=K€(ff)og=f((fog)-g')c(ff)og,tehét
[(rog)g =ff)g.
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11. INTEGRALSZAMITAS

11.1. DEFINICIO:
Ha
[a,b]CR
akkor
d:= {xi tA=X, <X, <X, <..<X, =b} az [a,b] egy beosztasa

d elemeit d osztaspontjainak nevezzuk,

az[x_.,x]-k (i=1,..,n) a d részintervallumai

|| := sup{x, -x,, :i=1,...,n} a d finomsaga.

11.2. DEFINICIO:

Ha
[a,b ]C R
d, és d, beosztasa [a,b]—nek

akkor

d, tovabbosztasa d,-nek < d, Cd,

d,Ud, a d, és d, beosztasok egyesitése.
Ha

(d,) az [ a,b | beosztasainak sorozata

akkor

(,) normalis < 1im (|, [)=0.

11.3. DEFINICIO:

Ha
f:[a,b]— R korlatos
d = {xo, Xisoens xn} az [a,b] egy beosztasa
m,=inf f(x_,x ], M, =supf(x_,x] Ax =x -x_
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s(f,d):=2ml. Ax, f-hez és d-hez tartozé alsé integralkdzelitd
0sszeg
S(f,d):=2Ml. Ax, f-hez és d-hez tartozo felsé integralkdzelitd

0sszeg

o(f,d)= 2 (M, -m.)Ax, f-hez és d-hez tartozé oszcillaciés 6sszeg

i=

és ¢, E[xi_l,xi]—vel
o(f.d, {ri})=2 fle)Ax,  f-hez, d-hez és {,}-hez tartozé integralkozelitd

0sszeg.

11.4. TETEL:

Legyen
f:[a,b]— IR, korlatos
d, d,, d, beosztasa [a,b]—nek

ekkor
(@) Vi, }eseten s(f.d)<olf,d, {,})<5S(f.d)
(b) d Cd,=s(f.d)=s(f.d,) S(f.d,)=5(f.d,)
©  s(f.d)=5(f.d,).

BIZONYITAS:

A definicidokbdl rovid szamolas utan kovetkezik.

11.5. DEFINICIO:

Ha
f:[a,b]— IR, korlatos

akkor az
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b
I=[f:= sup{s(f,d):d beosztasa [a,b|-nek }, az f fuggvény [a,b | feletti
als6 DARBOUX integralja,
b
I=[f:= inf{ S(f,d):d beosztasa [a,b |-nek }, az 1 fuggvény [a,b | feletti

fels6 DARBOUX integralja.

11.6. TETEL:
Legyen
f:[a,b]— R, korlatos
ekkor
I, IER és I=<I.
BIZONYITAS:

Legyen d, az [a,b | egy beosztasa, ekkor s(f,d,) alsé korlatja az { S(f,d):d
beosztasa [a,b |-nek } halmaznak, tehat IER és 1= s(f,d,).
Itt d, tetszSleges beosztasa [a,b |-nek, ezért I felsd korlatia az { s(f,d):d

beosztasa [a,b ]—nek } halmaznak, tehat IER és I <1 .

11.7. KOVETKEZMENY:

Legyen

f:[a,b]— R korlatos

d az [a,b ] egy beosztasa
ekkor

s(f,d)<I<I1<S(f, d)és

Os}—[so(f,d).

BIZONYITAS:

Az el6z6 tételbdl és a definiciokbdl azonnal kovetkezik.
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11.8. PELDA:

Legyen
f a Dirrchlet fiiggvény [a,b |-re vald lesziikitése és d ={x,} az [a,b] egy

beosztasa.

Mivel minden intervallumban van racionalis és irracionalis szam, ezért

m, =0, M, =1,
s(f,d)=b-a=1=0, I =b-a, tehat a Dirrchlet fiiggvény nem integralhaté
[a,b ]-n.

11.9. DEFINICIO:

Ha
f:[a,b]— R korlatos
akkor
/ Riemann integralhaté < [ =1.
b b
Ezt a kozbs értéket [/ -fel vagy [ f(x)x-szel jeldljiik és az f fuggvény [a,b ]
feletti Riemann-integraljanak nevezzik.
Ha
[c,d ]C[a,b]és f1...; Reimann-integralhato,
akkor

azt mondjuk, hogy f Reimann integralhatd [c,d ]-n

d
és ff az f|[c,d] Reimann integraljat jeloli.

11.10 TETEL (DARBOUX):

Legyen
f:[a,b]— R korlatos

ekkor

14



Ve€R"-hoz 36€R™, hogy [a,b] minden olyan d beosztasara, amelyre

ld] < o teljestil,

(0=)s(r, d)—jf < és (1)

(0 s)}f—s(f,d)< ¢ is fennall. (2)
BIZONYITAS:

(1) Legyen e€R”

b
Az 1=f definicioja miatt létezik olyan d0={x0’i,i=1,...,r+l}

beosztasa

[a,b J-nek, hogy S(f,d,)-1 < %
Rogzitsik d,-t és valasszuk az [a,b] d= {yj :j=0,..., n} beosztasat
ugy, hogy

ld]| < 6 = inf{&, Ax,,(i=1,..., r+1)}

(ahol |f| < K ) feltételt teljesitse.

Belatjuk, hogy S(f, d)-1 < ¢

Ha d,:==d,Ud =1{Z, :k =0,..., m}, akkor a 11.4. miatt

S(.d)-1=5(7.d)-5(7.d,)+S(1.d,)-1 <S(1.d)-5(1.4,)+ .
Eszerint elegendd belatni, hogy

0 =)s(r.4)-5(r.4,)< 7.

Az f fuggvény d,, d, d, beosztas i-edik részintervalluman vett
szupremumat M, M,;, M, jelolje!

Ekkor a bizonyitando allitas:

n m g .
EMjij—ZMLkAZk <Z *)
7=l =1 2

1285



11.11. TETEL:

Legyen

Mivel |d|<infiAx, [, ezért Ay, <Ax,,, tehat d egy |v,..»,]
részintervallumaban legfeljebb egy x, , osztaspont van.

Ezért 4-rdl d -re attérve |_yj_1,ij vagy d,-nek is részintervalluma
marad, vagy egyetlen Jy Y j[-be esO x,, osztasponttal bomlik fel ket
d,-beli részintervallumma. Es ez legfeliebb » szamu kiilénbozd
7,1, », |-vel fordulhat el8.

(Az els6 esetben (*) bal oldalanak mindkét tagjaban fellép ugyanaz az
0sszeadando.) Ha csak az azonosan el nem tiné kulonbségeket irjuk
ki, akkor

E MAy, -M, AZ, -M, AZ,

alaku lesz a bal oldal. Ez azonban Ay, = AZ, +AZ, miatt

S, -, )-az, +M,-M, Az, < alakra hozhats, ahol 3
legfeliebb » tagu. Mivel M,-M, , <2K és M, -M,, <2K, ezért
= 3 2K(az, +4z, =2k Ay, = 2K]d] < >

A (2) allitas hasonloan bizonyithato.

f:[a,b]— R korlatos

ekkor

[ a,b ] minden normalis (d, ) beosztassorozata esetén

(1)
(2)

3lims(f, d, ) és  lims(f,d,)=1
3limS(/, d,) és  limS(f.d,)=1
(s(r.4,),) és  3(o(f.d,),), hogy

Aim 5(f, d, )

k—>00

1

és  limo(f.d,) =1

Alim 8(f, d, )

k—o0

2

és }(ilr;ci(f, d),=1.
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BIZONYITAS:
Az (1) és (3) pontbeli allitast bizonyitjuk::

(1)

11.12. TETEL:

Legyen

Darboux tétele szerint Ve€/R"-hoz I6€R*, hogy ha d olyan

beosztasa
[a,b ]—nek, amire |d| < &,, akkor |s(f, d)—g| <e

Mivel }E{Z”dk” =0, ezért V6ER*-hoz An, €N *, hogy

n€EIN', n>ny=|d,|<6.

Ekkor & >n, = |d,| <6 =|s(f.d,)-1| <&, vagyis Alims(f,d,) és =1.
Ha d, =%, =0, n pm =inf f(x, . x,,)) akkor
dt, . E[xk,l._l, xk’iJ,

amire m, , +%>f(t,m.)z m, .

liyen ¢, ,-vel képezett S(f, d, ), -re:

E(mk,, +%)Axk,l. >0(f,d,) = s(f,d,) miatt

s(f,d, )+ b%“ > (7, d,), = s(f,d,) all fenn, amibél (1) miatt

limo(f, d, ), = I kovetkezik.

f:[a,b]— R korlatos

ekkor

f

Riemann integralhat6

/€ R, hogyVeE€EIR" —hoz35 E IR " ,hogy ha d olyan
<=
beosztasa [a,b ]- nek, amire ||| < 8, akkor |5(f, d)- I|<e.

BIZONYITAS:
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Darboux tétele szerint minden e€R*-hoz 36, €R*, hogy ha [a,b]
intervallum d beosztasara |d| < d,, akkor S(f,d)-1<e és [-s(f,d)<e is

fennall.

b
Ha f Riemann integralhato, és 1:=ff, akkor ¢:=0, valasztassal

ld|<o=|s(f.d)-1]<e és |S(f,d)-1]<e (valamint s(f,d)=o(f,d)=S(f,d)
) =[o6(f,d)-1<e.

Ha létezik a tétel allitasaban szereplé 7, akkor legyen e € R " tetszblegesen

adott és d:={xi:i=0,...,n} olyan beosztasa [a,b]—nek, amire

] < o

d| < 5, =|[—s(f,d]<§, 5(f,d)—]|<§.

Valasszuk 7, €[x,_,, x,]-t ugy, hogy f£(t,)-m, <3(bL)=|5(f,d)—s(f,d]<§

fennalljon, ekkor |7 - 1| <|/ - o] +|6 - s|+|s - 1| < €.
Mivel e € IR " tetszbleges volt, igy 1 =1.
Az =1 hasonloan bizonyithatd, ezért /=1, igy f Riemann integralhato

[a,b]-n.

11.13. TETEL:

Legyen

ekkor

f:[a,b]— R korlatos [a,b ]-n

[a, b ]minden (d ‘ ) normalis beosztassorozatahoz
f Riemann integralhaté <> tartozé minden (6(f, d, )) integralkézelitd

Osszegsorozat konvergens.

b

(Ha minden (6(f, d, )) konvergens, akkor hatarértéke [r)

BIZONYITAS:
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Ha f Riemann integralhatd [a,b |-n, akkor s(f,d,)<d(f.d,)<S(f.d,) és

b

lims(f,d,)=1=1=1limS(/,d,) miatt limo(f. d,)= [

a

Ha minden &(f,d,) konvergens és o(f,d,), I-hez, 6(f.d,), 1-hez
konvergal, akkor legyen

_ é(f, d, )] ha k paratlan
olf.d;)= {6(]‘, d, ), ha k paros

Az igy definialt (5(f, d, )) sorozat is konvergens, ami csak gy lehetséges, ha

barmely két részsorozatanak hatarértéke megegyezik. Ezért I =1, tehat f

Riemann integralhato

b

[a,b]n = V(6(f, d,)) sorozat hatarértéke = [r

11.14. DEFINICIO:

Ha
HCIR
akkor
VeER" -hoz EI{]ak,bk[:kEH\f*}

H nullmértékii <> intervallumrendszer, amelyre

HC}QI]ak,bk[ési(bk —ak)<€

=1

11.15. MEGJEGYZES:

Konny( belatni, hogy legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok nullmértéki halmaz
egyesitése szintén nullmértéka.

Adott f: [a,b ]e IR, korlatos fuggveny esetéen [c,d ]C [a,b] esetén legyen
0(Je,d[)==sup f(Je.a )= inf f(Je.d ).

Ha x€[a,b] és B(x,r)C[a,b], akkor 0(B(x,7)) egy ]0,»[-en értelmezett monoton

névekedé nemnegativ fliggvény, ezért létezik 0(x):= lim (0(B(x,r))) véges hatarérték

r—=0+0
és =0.
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Kénny belatni, hogy f folytonos x-ben < 0(x)=0.

(igy az is kdvetkezik, hogy ha f folytonos x-ben, akkor minden ¢ €ER *-hoz IrER*

, hogy 0(B(x,r))<¢.)

11.16. TETEL (LEBESGUE):

Legyen
f:[a,b]— R korlatos
ekkor
# Riemann integralhato < f az [a,b Jegy nullmértéka részhalma -
zatol eltekintve folytonos [ a,b ]- n
BIZONYITAS:

=

Legyen f Riemann integralhaté [a,b]-n és legyen c¢>0 esetén

H, ={x:x€[a,b ]0(x)> c}. Mivel f szakadasi helyeinek halmaza CJIHL, ezért

n=

azt kell belatni, hogy UlHl nullmértékl, amihez viszont elegendé belatni, hogy
minden nE€IN "-ra H, vagy altalaban c€ R " esetén H_, nullmértéki halmaz.

Legyenek c,e€R* adottak és d={xi:i=0,...,n} az [a,b] egy olyan

beosztasa, amire 0(f,d)< % teljesiil. Ekkor

O(f,d)=E(M[ _mi)Axi +*E*(Mi _m[)Axi , ahol

#

E -ba olyan [xi_l,xi] részintervallumokhoz tartozé 6sszeadandokat sorolunk,

amelyekre
H. N ]xi_l, x.[ =D=M, -m, = 0(]xi_1,xi[) > ¢ teljesul.

1

(6

. 12 . .
Ekkor T>O(f’d)>Z(Mi_m[)Ax[>cZAx[ miatt ZAxl.<5, tehat 4 nyilt

P . v 2 . . . f
részintervallumaiba es6 H_, pontok halmaz E—nel kisebb 0sszhosszusagu
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intervallumrendszerrel lefedhetd. H_, kimaradt pontjai legfeljebb d

c

osztaspontjai lehetnek, ezek halmaza szintén lefedhetd %-nél kisebb

osszhosszlisagu intervallumrendszerrel. igy barmilyen sER* esetén H,
lefedheté &-nal kisebb 0Osszhosszusagu intervallumrendszerrel, tehat H,

nullmeérteka.

—

Ha f eqy H C[a,b] nullmértékl halmaz pontjaitdl eltekintve folytonos [a,b]-n

és |f|<K [ab]n, akkor adott ¢ER* esetén H-t fedjik le olyan I

intervallumrendszerrel, aminek osszhossza<ﬁ, és aminek tagjai [a,b]

részintervallumai.
Ha xE[a,b]\H, akkor x-et fedjiik le olyan j(x):= ]x—r(x),x+r(x)[ﬂ[a,b]

intervallummal, hogy 0(j(x)) < ——— teljestiljén.
2(b - a)

Mivel 7U{j(x)} nyilt lefedése [a,b J-nek és [a,b | kompakt, ezért 1U{/(x)} egy
véges részrendszere is lefedi [ a,b |-t.
Egy ilyen véges lefedés részintervallumai végpontjai meghatarozzak [a,b] egy

- {x;} beosztasat. Ekkor 0(f,d)= Y (M, -m)Ax, +> (M, - m,)Ax, , ahol ¥ -

ba 0(f,d) olyan 6sszeadandoit soroljuk, amelyekhez tartozé [x,,,x,]

részintervallumok / valamelyik tagjanak részei, igy E -ba mar csak olyan

6sszeadandok tartoznak, amelyekhez tartozé [x,,, x, | intervallumok mindegyike

egy-egy j(x) részintervalluma = E —m, JAx, < ZKEAx <2K- E <§

E(Mk _mk)Axk <

ek

£ E &£ _
) A s ———b-a)=—,i .Mivel 0<7-1I=< :
<2(b—a)*2 “=20b-a) (b-a) 5 19y 0(f,d)<e. Mivel 0 [=0(f,d) és

¢ ER* tetszbleges volt, ezért 1 =1, tehat 1 integralhato [a,b J-n
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11.17. TETEL:

Legyen
rec(an)

ekkor

J/ Riemann integralhato [a,b]-n.

BIZONYITAS:
11.16-bol kovetkezik.

11.18. TETEL:
Legyen
f:[a,b]% IR monoton
ekkor

J/ Riemann integralhato [a,b]-n.

BIZONYITAS:
Mivel monoton fuggvény szakadasi helyeinek halmaza megszamlalhato, igy

nullmeértékd, ezert 11.16-bol kovetkezik.

11.19. TETEL:

Legyen
fireor £, :[a,b ]— R integralhato [a,b |-n
X=f(ab)x..xf,(ab])CR"
g: X — IR folytonos X -en
ekkor az
F:lab]=>R, x- F(x):=g(f(x)..., 7,(x)) integralhaté [a,b |-n.

BIZONYITAS:

Ha f, szakadasi helyeinek halmaz H,, akkor H, nullmértékl, ezért
H:=H, U..UH, is nulmértékii. gy F szakadasi helyeinek halmaza (C H)
is nullmértékdi, tehat F integralhaté [ a,b |-n.
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11.20. KOVETKEZMENY:
(1) Ha f integralhaté [a,b J-n, akkor | /] is integralhaté [a,b ]-n
(2) Ha f, f, integralhatd [a,b |-n, akkor f, + f,,c- f,, £, f, is integralhato [a,b |-
n.
(3) Ha s integralhaté [a,b]n, és AmER", hogy xE[a,b|=|f(x)=m, akkor
1/ f integralhaté [a,b |-

BIZONYITAS:

11.21. TETEL:
Legyen
f.g :[a,b]e IR Riemann integralhatéak [a,b]—n
P, 4ER

ekkor

b

f pf+q-g)= pff+qu

a

BIZONYITAS:

Ha (d,) normalis beosztassorozata [a,b ]-nek, akkor minden &(pf +q-g.d,)-

re.
S(pf+q-g.d )=pd(f,d )+q-6(g,d,) érvényes. Mivel f és g Riemann

b
integralhatdak, ezért lim (f.d,) ff hmcS g, dn)=fg.

a

11.22. TETEL:
Legyen
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f:[a,b]— R integralhaté [a,b |-n

[c,d ]C [a,b]

ekkor
f integralhato [c,d]-n.

BIZONYITAS:
Mivel nullmértékii halmaz minden részhalmaza nullmértékii és f [a,b |-beli
szakadasi helyeinek halmaza nullmértékli, ezért / |[c,d |-beli szakadasi
helyeinek halmaz is nullmértékl, amib6l LEBESGUE tétele alapjan kovetkezik
az allitas.

11.23. TETEL:
Legyen
e]a,b[ és f:[a,b]—>ﬂ? integralhato [a,c]-n és [c,b]-n,
ekkor
b c b

f integralhato [a,b ]-n és [r=[r+[f

BIZONYITAS:
Ha f [a,c]—beli és [c,b]—beli szakadasi helyeinek halmaz H illetve K, akkor
f

[a,b ]-beli szakadasi helyeinek halmaza H UK . Mivel H és K nullmértékd,
b

igy HUK is az, és igy ff létezik.

Egyenl6séq:

Legyen (dl,n) és (dz,n) az [a,c] illetve [c,b] egy-egy normalis

beosztassorozata és  (d,)=(d,,)uld,,), akkor  (4,)  normalis

beosztassorozata [ a,b ]-nek.
A 6(f,d,,) (i=1,2) integralkdzelits 6sszegek dsszege egy d,-hez tartozd

integralkozelitdé 0sszeg:
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o(f.d,):=0lf.d,,)+4lf.d,,), amire lims(f, d,,)=ff teljestl.

Mivel 1im (7, dlﬁn)=}f és limo(7, dz,”)=}f, ezért igaz az allitas.

11.24. TETEL:

Legyen

f.g:lab]=R, f(x)=g(x), f,g integralhato
ekkor

b b
frefe

BIZONYITAS:
Az  [ab]  tetszéleges  (d,) normalis  beosztassorozatahoz
(@, =t :i=0,1,...,nf) és 1, ,E]x, .., x,,| pontokhoz tartozé integralkézelits
osszegekre  flr, )= gle,.) miatt 6(f,d,)=5(g,d,) teljesill, ahonnan

hataratmenettel kdvetkezik az allitas.

11.25. TETEL:

Legyen
f.g:[a,b]— R két [a,b ]-n integralhaté fliggvény

ekkor

1=
BIZONYITAS:
Mivel [a,b ]-n f=|f] és - f=|f], ezért ffsf|f| és —ffsf|f|, ahonnan

kovetkezik az allitas.
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11.26. TETEL:

Legyen

ekkor

b b b
m[gs{fgsM{g.

BIZONYITAS:
Mivel fg, mg, Mg integralhato [a,b ]-n, ezért m-g(x)< f(x) glx)= M - g(x)-bsl

kovetkezik.

11.27. KOVETKEZMENY:
Legyen
f:[a,b]— R integralhaté [a,b ]-n és
ms=f(x)sM
ekkor

1
b-a

m =

ffsM.

BIZONYITAS:

Legyen az el6zé tételben g(x):==1.

11.28. KOVETKEZMENY:

Legyen

f:[a,b]— R folytonos [a,b ]-n
ekkor

Hce[¢b],hogy
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BIZONYITAS:

Lebesgue tétele szerint f integralhato [a,b |-n.
Ha m:=inf f(a,b]) és M :=sup f((a,b]), akkor m és M fiiggvényértékek,

1
b-a

ezért Bolzano tétele szerint

b
ff is fUggvényeérték.

11.29. DEFINICIO:

Ha
létezik f(a)E R, akkor [r=0.
Ha

letezik }f, akkor }:=}f.
a b a

11.30. DEFINICIO:

Ha
b
létezik ff,

akkor az

F:lab]=>R, x> F(x):=ff fliggvény neve f integralja, mint a felsé hatar

a

fuggvénye.

11.31. TETEL:

Ha
f integralhato [a,b ]-n

akkor
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f integralja, mint a fels6 hatar fUggvenye folytonos [a,b]—n.

BIZONYITAS:
Ha [a,b]—n
flx)=K és F(x):=}f(t)dt, x,yE[a,b], akkor

|F<x>-F<yx=fff

kovetkezik az allitas.

y
ssgn(y—x)f|f|sK|x—y|<g, ha |x—y|<%, ahonnan

11.32. TETEL:
Legyen
f folytonos az xe[a,b]—ben
f integralhato [a,b]-n

F(t):=ff

a

ekkor

F differencialhaté x-ben és F'(x)= f(x).

BIZONYITAS:
Minden e€ R *-hoz 36 € R ", hogy |t—x|<6, tE[a,b]:>|f(t)—f(xX< £.

Ha tehat x+h€[a,b] és | <5, akkor [fxdt =(q=p)flx) miatt
p

1 x+h

L JU0- 7=

'c+h

_| | (sgnh f|f

F(x+h)—F(x)
I i _f(x)(

17
3 fea-

Tehat létezik lim

h—0

F(x+h)—F(x) és =f(x).
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11.33. TETEL (NEWTON — LEIBNIZ):
Legyen
fs F:[a,b]% R
f integralhaté
F folytonos
F'(x)=f(x) ha x€lab|
ekkor

[7=F)-Fla).

BIZONYITAS:
Legyen (d, ) az [ a,b | normalis beosztassorozata: d, :=1{x, ,:i=0,..., nf, ekkor
a Lagrange-féle kdzépértéktétel szerint létezik ¢, € |x, ., x, [, amivel
F(xk,i)_F(xk,i—l)= F'(tk,i)Axk,i = f(tk,i)Axk,i = F(b)—F(a)=

T

_ E(F(x,(,i )-Flx )= 2 e e, =o(r.d,).

i=

b

Mivel ]lfimé( f.d,)= [/, ezértigaz az llitas.

11.34. TETEL:

Legyen

f,g :[a,b]% R

f',g folytonos [a,b ]-n
ekkor

[1 = 1(6)eb)- flalela)- [ 1'c.

a

BIZONYITAS:

Ha F(()= [ ¢ + [ /' + flalela) - 7(0e)  (€lab).
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akkor 11.32. szerint létezik [a,b]n F'(r) és

F'(1)= f(t)g )+ 1" ()e(t)- (1) g(t)) =0=F()=kER, mivel
Fla)=0=k=0= F(b)=0, amibdl kdvetkezik az allitas.

11.35. TETEL:

Legyen
g:lab]=[ecd]
g folytonos [a,b]—n
filed]-R
f folytonos [c,d]-n
ekkor

g(b)

[ el (ekas = [l

BIZONYITAS:

u

Legyen H(u):= [f(x)dx, ekkor H differencialhatd [c,d |-nés H'(u)= f(u).
gla)

Ezért, ha

610)= [ lal)- (o ))f(x)dx 1 ab], akkor

-g'(t)=0=> G konstans [a,b |-n.
)

De mivel G(a)=0, ezért G(b)=0, amibdl kévetkezik az allitas.

11.36. DEFINICIO:

Ha
a€R, f:[a,x[—R és
minden be]a,oo[ esetén f Riemann integralhato [a,b]—n
F:[a,+00[—>ﬂ€, xHF(x):=}f(x)dx

akkor
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(1) Ha az F flggvénynek + «-ben létezik hatarértéke, akkor ezt a szamot
f improprius integraljanak nevezzik ]a,oo [-en.
Ha 4:=1limF ugy az

}f :=}f(x)dx =4

jeloléseket hasznaljuk és azt is mondjuk, hogy az improprius integral

konvergens.

(2) Ha F -nek nem létezik hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az ff

improprius integral divergens. Ha az F fuggveény hatarértéke «-ben

+ o, illetve -, akkor ezt

} f =} f(x)dx = +o0 , illetve f f :=} f(x)dx = —0 modon jeléljtik.

11.37. DEFINICIO:

Ha
a,cEIR, f:]a,c]—>ﬂ€ és
minden b€ Ja,c[ esettn f Riemann integralhatd [b,c|-n, és
F:]a,c]eﬂ?, xHF(x):=}f(x)dx

akkor

(1) Haaz F fuggvénynek a-ban létezik a jobboldali hatarértéke, akkor ezt
a szamot az f fuggvény [a,c] feletti improprius integraljanak nevezzuk.
Ha 4:= lil’{)lF ugy az
ff:=ff(x)dx:=A

jeloléseket hasznaljuk, és azt mondjuk, hogy az improprius integral

konvergens.

151



(2) Ha F -nek nincs a-ban jobboldali hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy
az ff improprius integral divergens.
Ha az F fuggvény a-beli jobboldali hatarértéke + «, illetve —oo, akkor azt

] f =} f(x)dx = +o0 , illetve f f =} f(x)dx = —0 modon jeldljtik.

11.38. MEGJEGYZES:

a o0 b
Hasonlé definicidk adhatok a ff, ff, iletve f:[a,b[—>ﬂ? esetén ff—re is.

11.39. MEGJEGYZES:

Ha f:[a,c]— R integralhaté [a,c]-n és 1= £ akkor a 11.31. Tétel szerint az

xl—)F(x):=ff(x)dx—nek létezik a-ban hatarértéke, és az I. Ezért az improprius

X

integral a Riemann integral altalanositasa.

11.40. TETEL:
Legyen
f:[a,oo[—> IR integralhaté minden [a,b]—n
ekkor
Ve€ER" -hozdKER,

[r

f improprius integralja [ a,» [-en konvergens <

p.q>K= <&

BIZONYITAS:
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Ha F:[a,»[—R, xl—)F(x):=ff(x)dx, akkor a fiiggvények oo -beli

hatarértékénél tanultak szerint, akkor és csak akkor létezik limF(ER), ha

q

Ve€IR"-hoz AK€ R, hogy p,q >K=>|F(q)—F(p) = ff <¢
p
11.41. TETEL:
Legyen
f:]a,c]— R integralhato minden [b,¢ ]-n (a<b<c)
ekkor

Ve€ER" -hozddER",

q

J

p

f improprius integralja [a,c]-n konvergens <«

a<pg<a+o=|[|<e’

BIZONYITAS:
Az el6z6 tétel bizonyitasaban kdvetett gondolatmenettel adodik a bizonyitando
allitas.
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12. HATVANYSOROK

12.1. MEGJEGYZES:

A 6. fejezet definicioi és tételei altalanosithatok komplex tagu sorokra is.
A tovabbiakban jeldli K az IR a € halmazt.

igy példaul a 6.1. DEFINICIO a kdvetkez6képpen altalanosithatd:
Legyen

K" —-K", E(x):=(; x,.)new :

12.2. DEFINICIO:

Ha
a:IN =K, x,€lK, xelK,
akkor a

Sl feen))

sort hatvanysornak nevezzuk. A q, (z‘ = 0,1,...) szamokat a hatvanysor egyutthatoinak,

az x,€IK szamot a hatvanysor konvergencia-kozéppontjanak nevezzuk.

12.3. MEGJEGYZES:

Minden hatvanysor minden x&IK szamhoz egy numerikus sort rendel. Ha ez a
numerikus sor konvergens, akkor azt mondjuk, hogy x a hatvanysor
konvergenciapontja, vagy hogy a hatvanysor

x -ben konvergens.

12.4. DEFINICIO:

Ha
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a:IN - K

akkor a
0, ha lim g/]a, | = +o
p=1+, ha ﬁn'i/ajhO
1
———— kiilonb
= m ilonben

kiterjesztett valés szamok a Z(an(x—xo)”) hatvanysor konvergencia-

sugaranak nevezzuk.

12.5. TETEL: CAUCHY-HADAMARD:

Legyen
akkorap a Z (an (x-x, )’) hatvanysor konvergencia-sugara

ekkor

a fenti hatvanysor a B(x,,p) halmaz pontjaiban abszolit konvergens,
x-x,| > p esetben pedig divergens.
BIZONYITAS:

Legyen xEB(x,,p).

Alkalmazzuk a Cauchy-féle gyokkritériumot a szoban forgd sorra:

— — X-Xx |
- n . | 0
lim ql‘an(x—xo) ‘ =|x—x0|11m ',1/an| =—<],

ezérta Z|an lx-x,|" konvergens. Ezzel az elsé részt igazoltuk.

Ha |x—x0|>p, akkor ismét a gyokkritériumot alkalmazva, azt kapjuk, hogy

1'_n n_ |x_x0| T H
im4|a, |x-x,|" = ,0 <1, igy a sor divergens.

(A B(xo,p)halmazt a hatvanysor konvergencia-tartomanyanak nevezzuk.)
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12.6. TETEL:

Legyen
2 (an (x-x,) ) hatvanysor,
0 a konvergencia-sugara,

rE]O,p[,
ekkor a

2|an |-r" sor konvergens.

BIZONYITAS:

12.7. TETEL:

Legyen
2 (an (x-x,) ) hatvanysor,

o a konvergencia-sugara,
x, EIK -ban a hatvanysor konvergens,

ekkor
|)c0 —x1|s,0.

BIZONYITAS:

12.8. DEFINICIO:

Ha
2 (an (x-x,) ) hatvanysor,
0 >0 konvergencia-sugar,
akkor a
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modon értelmezett fuggveényt a széban forgd hatvanysor 6sszegfuiggvényének

nevezzuk.

12.9. MEGJEGYZES:

A pozitiv konvergencia-sugarral rendelkez6 hatvanysorok 0Osszegfuggvényeit
analitikus fuggvényeknek szokas nevezni.
12.10. DEFINICIO:

Ha
a,b:IN - K,

akkor az

a*b:=( Zaibk)
i+k=n neN

sorozatot az a €s b sorozatok konvoluciéjanak nevezzuik.

12.11. DEFINICIO:

Ha
a,b:IN - K,

akkor a
Za és Zb sorok Cauchy szorzatan a Za*b sort értjik.

12.12. TETEL:

Legyen
Za , Zb két abszolut konvergens sor,
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ekkor

Za xb is abszolut konvergens és

2(a*b)(n)= 2(i2naibk) = (ga)(2b) :

BIZONYITAS:

Legyen c:=axb, A:=2|ai|, B:=§|bk|.
i= =0

A ¢ sorozat értelmezésébdl kovetkezik, hogy

‘ia[-ibk—gcl < Zaibk|=:rn (nElN)
i= =0 = i+k>n

ik=n
N N 14

Mivel az utols6 Osszegben i+k>n, ezért i és k kozul legalabb az egyik
nagyobb % -nél. Ezért VnE IN esetén:

s Zle ol Fle Slnl= 3o

A sorokra vonatkozé Cauchy kritérium alapjan B és A szorzdja egy
nullsorozat

n-edik tagja igy (r,) nullsorozat. Ezért

n n n n n
Zai-Zbk -7, sch sZa,. -Zbk +7,.
i= =0 = i= =0

Ezekbdl a kozrefogasi elv alapjan kdvetkezik, hogy
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ch = Zan -an .
Még igazolni kell, hogy ZC abszolut konvergens.

Legyen y:=|a|#|b|. Alkalmazzuk az el6bbi eredményt a 2|a| és 2|b|

Cn

sorokra. Eszerint 27/ konvergens. Mivel |c, | = Z a, ku ‘ =y,, ezért 2|c|

konvergens, tehat ZC abszolut konvergens. O

12.13. TETEL:

Legyen

Ean (x-x,) és an (x - x, )" hatvanysorok konvergencia-sugarai,

PER" és p,ER",

f és g rendre az 6sszegfuggvényeik,
ekkor

xEB(x,,p, )N B(x,,p,) esetén

o0

(f+g)(x)=2(an +b,fx-x,) és

n=0

(fg)(x) = 2 (anb0 +a, b +..+ab, )(x - X, )" )

n=0

BIZONYITAS:

Mivel
xEB(x,,p, )N B(x,,p,) esetén mindkét hatvanysor abszolut konvergens, ezért

a két sor dsszege és szorzata konvergens és oOsszege f(x)+g(x)-szel,

szorzata pedig f(x)- g(x)-szel egyenls.
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12.14. TETEL:

A kovetkez6 hatvanysorok mindegyike minden x&C (és igy minden x&IR) szam

esetén konvergens:

n

(1) =

n!

(2) Z(‘l)"ﬁ

12.15. DEFINICIO:

n

X

exp:C —=C, x> exp(x):=2 '
n!

x2n

cos: C —=C, x> cos(x):=2(—1)”—

(2n)

2n+l

n X

(2n+1)

sint C —=C, x> sin(x):=2(—l)

2n
X

ch: ¢ —-C, x— ch(x):=2—

(2n)

2n+l
X

sh: C —-C, x> sh(x):=2m.

A szoban forgo fuggvények [R-re valo leszlkitéseit is ugyanigy jeloljuk. Ekkor
természetesen a fuggvényertékek is IR -beliek.

12.16. TETEL:

Legyen
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(1) cosz+isinz =expliz)

iz —-iz

e +e

BIZONYITAS:

Gyakorlat

12.17. TETEL:

Legyen
Z,Z2,eC,
ekkor
exp(z1 +z, ) =expz, -expz,
cos(zl +z, ) =05z, "€0Sz, —sinz, -sinz,

(1)
(2)
(3)  sin(z, +2z,)=sinz, 'sinz, +cosz, ‘sinz,
(4)
(5)

4 ch(z, +z,)=chz, -chz, +shz, -shz,
5)  sh(z, +z,)=shz, -chz, + chz, - chz,.
BIZONYITAS:
- 2"z, &A1Y n! ko onek
(1) expzl-expzz=;k+=nﬁ-1—2!=;E;)k!(n_k)!z1 2, =
- Zl'( vz,) =explz, +2,).
& p!
(2), (3), (4), (5) Gyakorlat.

Legyen f(f) = exp(z +w- §)- exp(f),

f'=0= f konstans,
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ezért £(0)= f(w), ami bizonyitando.

12.18. TETEL:

Legyen
zeac,

ekkor

1

(1) exp(-z)= -~
(2)  cos(-z)=cosz
(3) sin(—z)= -sinz
(4)  ch(-z)=chz
(5)  sh(-z)=-sh(z) ch

(6)  cos’(z)+sin*(z)=1
(7)  ch?(z)-sh*(z)=1
BIZONYITAS:

Gyakorlat

12.19. TETEL:

Legyen
X, VEIR,

ekkor

exp(x + iy) = expx(cosy + isiny).
BIZONYITAS:

Legyen z = x+iy, ekkor

exp(z) = exp(x + z'y) =expx: exp(iy) = exp x(cosy +isin y) .
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13. DIFFERENCIALEGYENLETEK

13.1 ALAPDEFINICIOK

13.1.1 DEFINICIO

Legyen
D C R"* tartomany
F,G:D— R, F,GEC,
Elx*,x**ED:xi* =xi** (i=1, 2,...,n+1) (F—G)(x*)az(F—G)(x**)
és jeldlje

(1) F(x, y(x), v'(x) ..., y(”)(x))= G(x, y(x), y'(x) ..., y(”)(x)) azt a probléemat, hogy
keresendd az 0sszes olyan
¢:1,CR—=IR, @€C,, ahol I nyilt intervallum, hogy
VxEI, :F(x, olx), @' (x) ..., qz)(")(x))= G(x, olx), @' (x),..., (p(”)(x))
(Kulonbozd intervallumok lehetnek ¢ -t fliggden)

akkor
az (1) problémat kozonséges n-edrendi differencialegyenletnek, az el6bbi
tulajdonsagu ¢ fuggvényt pedig az (1) differencialegyenlet megoldasanak

nevezzuk.

13.1.2 DEFINICIO:

Az
y(x)= £l (2 y () ()

alaku differencialegyenleteket explicitnek, a nem explicit differencialegyenletekét

implicitnek nevezik.
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13.1.3 DEFINICIO:

Legyen

E,n ER (i=0,1,2,...,n-1)

és jeldlje
(1) Fle y(e) y'@) ooy (x))= Gl y(x) v (x). sy ()
2)  YE)=n (i=0,1,2,....n-1)

azt a problémat, hogy keresend6 az (1) differencialegyenlet 6sszes olyan ¢
megoldasa, amelyben

?"(&)=n (i=0,1,2,....,n-1) teljesdil.
Akkor az (1) — (2) problémat az (1) differencialegyenletre vonatkozé Cauchy
feladatnak, az el6bbi tulajdonsagu ¢ fuggvényeket az (1) — (2) Cauchy feladat

megoldasainak nevezzuk.

13.1.4 DEFINICIO:

Az (1) — (2) Cauchly feladat ® megoldasat az (1) — (2) Cauchy feladat teljes
megoldasanak nevezzuk, ha az (1) — (2) Cauchy feladat minden megoldasara
pCod

teljesul.

13.2 NEHANY ELEMI MODON MEGOLDHATO DIFFERENCIALEGYENLET

(A) SZETVALASZTHATO VALTOZOJU DIFFERENCIALEGYENLET

DEFINICIO:

Legyen
1, J C IR nyilt intervallum
f:I—IR, fEC,
g:J—=R, g€C,

akkor az
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¥'(x)= flx) g(y(x))

differencialegyenletnek nevezzik.

differencialegyenletet

(1)

TETEL:
Legyen
Eel, neJ
g(y)=0 (vev)
F(x)=f"f(t)dt xEI
G(y)=fyjt)dt yEJ
a= 1nf{x : ]x, 3 ]C F"I(G(J))}
B =sup x:[§ x[C F‘I(G(J))}
akkor az
®(x)= G™'(F(x)) (x€e, 5)
teljes megoldasa az
O yx)=rk)  gblx)
@ y(§) . } Cauchy feladatnak
BIZONYITAS:

1. AFELTETEL SZUKSEGES

Tegyiik fel, hogy ¢: |a, b[ — IR megoldasa (1) — (2)-nek!
akkor
xE]a,b[

1A%

szétvalaszthato

valtozéju



G'(y>=L)
g\

(*) bal oldalanak primitiv fiiggvénye (G o)
Ugyanis:

(Gog) = (G oply
(G0)(1)=(G = 0)0)lg (1)- G (@le)lg (1) - —~ e (1)
70)

tehat:

jwJﬁ%m=«%¢xa4cwm@=mwa@yGWGWJGwMﬂ—QM=

= (Gog)(x)
(*) miatt:
Glglx))= F(x).

2.G" FUGGVENY

B.84.

gy)=0=g(y)>0 v. g(y)<0

glv)>0= % >0=G'(y)> 0=G szigorlan monoton névekvé =G

fuggvény
(g(y)<0 ugyanugy)
tehat

olx)= G (F(x))
3. ® DEFINICIOJA KORREKT

®(x)= G (F(x)= G(®(x))= F(x)= F(x)eG(J)= xeF(G()))

F(g)=0=£=F"(0)
0=G(n)

nek & belsd pontia F~'(G(J))-nek.

}:§=F“(G(n))z mivel n belsd pontia G(J)-

4. AFELTETEL ELEGENDO

o(x)= G (F(x)) x€la. pl

' (x)=(G7) (F(x) F'(x) = gl (F(x)) £(x) - gle(x)) £(x)
o(£)=G(F(£)=G0)=7
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5. ®(X) TELJES MEGOLDAS

Ehhez elegendd, ha 7, C 1,, ahol ¢ tetsz6leges megoldas.
A bizonyitas 1. pontja szerint
¢=G"1(F(x)) xE]a,b[

a, B definicioja és a bizonyitas 4. pontja szerint a <a,b<f,igy 1,C1,.

(B) ELSORENDU LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET

DEFINICIO:
Legyen

I C R nyilt intervallum

p,q:1 = IR, p,q€C,

akkor az

(1)

y'(x)+ p(x)y(x)=¢(x) differencidlegyenletet kdzénséges elsérendii linearis
differencialegyenletnek nevezzuk.
Az (1) differencialegyenletet homogénnak vagy inhomogénnak nevezzuk
aszerint, hogy ¢ =0, illetve ¢ =0.

TETEL:
Legyen
Eel, neRr
akkor
v [oledr folek
D(x)= fe§ gt)dt+n e x€1l

5

modon definialt ® fuggveny teljes megoldasa az

M Y+ pb)ylx)=glx)

Cauchy feladatnak
(2) y(&)=n }

BIZONYITAS:

2. SZUKSEGESSEG

Tegyuk fel, hogy ¢:1 — IR megoldasa a

1A/7



(1*) (x)+ p(x) y(x)=0 differencialegyenletnek ¢(x)>0  (x&1)
)+ plx) plx) =0 xEI

= —p(x) x, €1

=e" el
) e X

- [oleyi
Behelyettesitéssel meg lehet gy6zddni, hogy ¢(x)=c-e ® xEI

Minden c€ IR esetén megoldasa (1*)-nak.

A ¢ konstans helyére egy ¢ fuggvényt irunk és azt megprébaljuk ugy
valasztani, hogy az (1) egyenlet egy megoldasat kapjuk. Ezt ugy hivjak:
konstansvarialas médszere.

Prébaljuk  ugy  megvalasztani a c:I1—= IR, cEC,, hogy a

o(x)=c(x)e d (x€7) megoldasa legyen (1)-nek.

-}p(, \i

legyen e * =g, (x)

@, (x) megoldasa (1*)-nak.

Tegyik fel, hogy ¢(x)=c(x)- @,(x) megoldasa (1)-nek.
¢ (x)+ plx) plx) = g(x)

¢'(x)- @, (x)+ clx)- g (x)+ plx)- elx)- g3 (x) = 4 (x)
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legyen x, =&
clxy) =1

akkor

2. ELEGSEGESSEG

(p(e)ir ol [« [olelar [
(1) e'{ -q(t)-e‘[ +[fe! q(t)dt+77]-e <
£
. jp(r)df folek
+pla)| fe qledrrn|e™  =q()
3

2 @l&)=(0+n)e =n
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3.A @(x)=

x [plr)dr —XP(f)d’
fe qltMdt+n|-e®  TELIES MEGOLDAS
5

legyen J C I nyiltintervallum, §€J

@:J — IR megoldas

legyen tovabba:

w (=" wi()=e o) = ek (- o)
h=¢_®0
IIJ0
h _(¢'_(I)o) 1P0_(¢_(1)0)-1P(; (¢ -d 0_(¢_(Do) W, (_p)=
v, Wy

=1PL(¢J -Q,+py p<1>o)=lpi(¢ +p<p—(<1>'o+p<1>o))—
=‘I’Lo(q_q)=0 — h konstans

(£)-2,(£) n-0
A G
h(x)=77 xX€J
t;ﬁ(xl)P—é;(X)=77 e

glx)= @, (x)+ 7, (x) = @(x)

(C) EGZAKT DIFFERENCIALEGYENLETEK

DEFINICIO:

T CIR* tartomany
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P,0:T—-R, P,0€C,, Q=0

ha
JF:T—R, FEC,:F =(P,0)
(azaz 9,F=P, 0,F=0, a (PQ) fiiggvénymatrixnak Iétezik primitiv
fuggvénye.)

akkor

P(x, y(x))+ O, y(x) y'(x)= 0
differencialegyenletet egzakt differencialegyenletnek nevezzik. (azP =9, Q)
TETEL:
legyen az
(1) P(x, y(x))+Olx, ¥(x)) y'(x)= 0 differencialegyenlet egzakt és
F egy primitiv fiiggvénye (P, 0)-nak

(En)er, @ I—-R, @EC, (I nyilt intervallum)
és
@ HE)=n
akkor
@ megoldésa az - L Fx, ¢(x))= F(&,7)
(1)-(2) Cauchy feladatnak} {II. (p(§ ) =7

BIZONYITAS:
2. SzZUKSEGESSEG:

Tegyuk fel, hogy ¢ megoldasa (1) — (2)-nek!

P(x, p(x))+ Olx, glx)) ¢ (x) = 0 xEI
pl&)=n
legyen
h(x)=F(x, ¢(x)) xEJ

Az Osszetett fUggvény differencialhatosagara vonatkozo tétel szerint:
[ ()= 8, F (x, @lx)) + 9, F (v, ¢lx)) 7 (x) = Pli, ¢lx)+ Ol olx)) @ () = 0]

=} konstans

nE)=F(E ¢(&))=F(&n)
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2. ELEGSEGESSEG
Tegyik fel, hogy F(x, ¢(x))= F(£,7)
o(&)=n

hlx)= Flx, olx))
A (x)=0 mivel F(x, ¢(x))= F(£, ¢)=konstans.
DEFINICIO:
Ha
w:T =R, uccC,, ulx,y)=0, (x,y)ET
és
(1) ulx, y(x)) P(x, y(x))+ ulx, y(x) O(x, ¥(x)) y'(x) =0 differencidlegyenlet egzakt
akkor a

u fuggvényt az (1) differencialegyenlet egy integralo tényezéjének hivjuk.

MEGJEGYZES:

Az (1) és (1*) egyenletek megoldasok szempontjabdl ekvivalensek.

Az (A) és (B) pontban targyalt differencialegyenletek is megoldhatok az egzakt
differencialegyenletek megoldasi moédszerével:

integralo tényez6t kell keresni.
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